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 مقدمه

تشوامٍ سیضی پًیا وًػی تکىیک سیاضی است کٍ قادس است مسائل تضسگ ي پیچیذٌ سا تٍ مسائل کًچک تش 

ي سادٌ تش تقسیم کشدٌ ي تا حل َش یک اص آن َا، خًاب تُیىٍ مسئلهٍ اطئهی سا تذسئت آيسدی ایئه سير، دس     

مسایل کئٍ دس آن َئا   حقیقت تشای یک سشی تظمیم گیشی َای پی دس پی ي ياتستٍ تٍ کاس می سيدی تٍ ایه 

گفتٍ می شًد ي چًن ایه تظمیم  تصمیم گیری متًالییک سشی تظمیمات مشتثط اتخار می شًد، مسائل 

گیشی َا دس چىذ مشحهٍ اودام می پزیشد، لزا مسایل تظمیم گیشی چىذ مشحهٍ ای وامیذٌ می شًدی وئًػی اص  

 مسایل تظمیم گیشی چىذ مشحهٍ، تشوامٍ سیضی پًیا استی

تشوامٍ سیضی پًیا دس تلار است کٍ تا تؼییه تشکیثی اص تظمیمات متًالی، حذاکثش تُئشٌ يسی سا تذسئت   

آيسدی تذیه مىظًس ي تشخلاف سير َایی وظیش تشوامٍ سیضی خطی ي تشوامٍ سیضی ػذد طحیح کٍ اسئتاوذاسد ي  

شمًلئٍ کئشدن مسئایل    محذيد َستىذ، سير تشوامٍ سیضی پًیا داسای چاسچًب مشخض ي استاوذاسدی تئشای   

یک سير کهی تئشای حئل مسئایل     اسایٍویست ي دس حقیقت، آن چیضی کٍ تشوامٍ سیضی پًیا اودام می دَذ، 

تا استفادٌ اص تشوامٍ سیضی پًیا می تًان طیف تسیاسی صیادی اص مسایل تشوامٍ سیضی، اػم اص تشوامٍ سیضی  استی

طحیح ي وظیش آن سا حل کشد؛ َش چىذ استفادٌ اص ایه خطی، تشوامٍ سیضی غیشخطی، شثکٍ، تشوامٍ سیضی ػذد 

سير دس حل مسایل تشوامٍ سیضی خطی تٍ خظًص دس مًاسدی کٍ اتؼاد مسلهٍ تضسگ است چىذان تٍ طئش ٍ  

ویستی تٍ سغم چىیه گستشدگی ي وًاومىذی دس حل اوًاع مختهف مسایل، تشای ان کٍ تتًان تشخیض داد کٍ 

شوامٍ سیضی پًیا حل کشد ي ایه کٍ اساسا ساٌ حل چىیه مسایهی چگًوٍ اسئت،  چٍ وًع مسایل سا می تًان تا ت

تایذ ساختاس کهی مسلهٍ تشوامٍ سیضی پًیا سا شىاختٍ ي مشاحل ي حالت َای مسلهٍ سا مشخض کىئیمی تشوامئٍ   

یذ ي سیضی پًیا دس حًصٌ َای مختهفی َمچًن تشوامٍ سیضی تًلیذ ي  شير، تشوامٍ سیضی ویشيی کاس، کىتشل تًل

 مًخًدی، وگُذاسی ي تؼمیشات ي ماوىذ ان کاستشد داسدی

 پًیا تٍ ششح ریل است: سیضی تشوامٍيیژگی َای مسائل 
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اگش َش مسلهٍ تشوامٍ سیضی پًیا سا تٍ چىذ مسلهٍ کًچک تش تقسئیم کىئیم، َئش یئک اص آن مسئایل       -1

وامىذی دس َش مشحهٍ تایذ تظمیمی اتخار شًد کٍ تش مشاحل تؼذ اثش  Stageیا  مرحلهکًچکتش سا یک 

 گزاس استی

دس َش مشحهٍ تایذ تؼییه شًد کٍ دس چٍ يضؼیتی َستیمی تىاتشایه َش مشحهٍ شئامل یئک یئا چىئذ      -2

( است کٍ آن سا تٍ مشاحل قثل ي تؼذ مشتثط می ساصدی حالت دس َش مشحهٍ State) حالتيضؼیت یا 

یه می شًد: یکی حالت قثهی ي دیگشی تظمیمی است کٍ دس مشحهٍ قثئل اتخئار   تًسط دي چیض تؼی

شذٌ استی تظمیم گیشی دس َش مشحهٍ تا تًخٍ تٍ مشخض تًدن يضؼیت دس ان مشحهئٍ اودئام مئی    

 تًاوذ متىاَی یا وامتىاَی تاشذی تؼذاد حالات می شًدی

ياتستٍ تٍ مشحهئٍ تؼئذی تاشئذ    ، حالت مشحهٍ  ؼهی تٍ حالتی کٍ تصمیمدس َش مشحهٍ تا اتخار یک  -3

 یاتذی میاوتقال 

دس مًسد مشاحل تاقی ماوئذٌ، مسئتقل اص    سیاست بهیىهم تًدن حالت دس یک مشحهٍ، شع مؼهًتا   -4

 سیاستی است کٍ دس مشاحل قثهی اتخار شذٌ استی

تُیىئٍ مشتئًب تئٍ    داشته حالت  ؼهی سیستم، حايی کهیٍ اطلاػاتی است کٍ تشای تؼییه سیاسئت   -5

 مًسد ویاص استی  اقی ماوذٌمشاحل ت

سير حل ایه مسائل، تا پیذا کشدن خًاب تُیىٍ مشتئًب تئٍ کهیئٍ حالئت َئای مشحهئٍ آخئش آغئاص          -6

 شًدی می

ي تا  شع مؼهًم تئًدن   رابطه برگشتیًان تا یک ت میسا  nسیاست تُیىٍ َمٍ حالات َای مشحهٍ  -7

 تشگشتی تٍ طًست صیش استی( مشخض ساختی ساتطٍ n+1سیاست تُیىٍ تمام حالت َای مشحهٍ )

   * *

1( ) ( , ) ( ) ( , )
n n

n n n n n n
x x

f s Min p s x f x Min f s x     
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ای اسئت کئٍ ػثئاست     nxاسئت ي َئذف یئا ته     sي حالئت   nکٍ دس ساتطٍ  ئً،، سیسئتم دس مشحهئٍ    

( , )n nf s x  یا*

1( , ) ( )n n np s x f x کمیىٍ شًدی 

تٍ ایه طًست کٍ حل اص مشحهٍ آخش تٍ ايل اودام مئی  ي  (Backward)حرکت پس ري سير حل تا  -8

( اص مشحهٍ ای تٍ مشحهٍ قثل، تذست Recursive relationshipي تا استفادٌ اص ساتطٍ تشگشتی ) گیشد

 یذیآ می

دس مسایل تشوامٍ سیضی پًیا، داوسته حالت  ؼهی سیستم حايی کهیٍ اطلاػاتی است کٍ تشای تؼییه  -9

یئا   اصل  بهیىیلی  حل تاقیماوذٌ مًسد ویاص اسئتی تئٍ ایئه خاطئیت،     سیاست تُیىٍ مشتًب تٍ مشا

Principle of Optimialty گفتٍ می شًدی 

سير حل ایه مسایل، تا پیذا کشدن خًاب تُیىٍ مشتًب تٍ کهیٍ حالت َای مشحهٍ اخش آغاص  -11

 می شًدی

ل يخًد وذاسد، لئزا  تا تًخٍ تٍ ایه کٍ دس مسایل تشوامٍ سیضی پًیا یک ساختاس ياحذ تشای حل َمٍ مسای

ایه خا تلار می شًد مثال َای مختهفی اص حًصٌ َای گًواگًن حل شًد تا مخاطثان تا وحًٌ حل ایئه  

 گًوٍ مسایل تُتش آشىا شًوذی

ساصمان خُاوی تُذاشت تٍ مىظًس تُذاشت ي آمًصر پضشکی دس کشًسَای خُئان سئًم دس وظئش     مثال:

اػضام کىذی ایه ساصمان تایذ مشخض کىذ تٍ َئش کشئًس چىئذ    گشيٌ پضشکی خًد سا تٍ سٍ کشًس  5داسد 

، ا ضایش طًل َاٌ کشًس تیشیىٍ شًدی مؼیاس سىدش کاسایی ایه گشي 3گشيٌ اختظاص یاتذ تا کاسایی کل 

 پضشکی تٍ طًست خذيل صیش است: َایٌ ػمش خمؼیت است کٍ تش حسة تؼذاد گشي
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 ح : 

nx  پضشکی کٍ تٍ کشًس  َایٌ گشي: مؼشف تؼذادn-اختظاص یا تٍ استی  ام 

 ی کٍ دس مشاحل قثهی َىًص تخظیض ویا تٍ اوذیَایٌ (: تؼذاد گشيsحالت سیستم )

( )i ip x  مؼیاس سىدش کاسایی اص تخظیض :ix  گشيٌ پضشکی تٍ کشًسi-ام استی 

 سیاضی مسلهٍ  ً، تٍ طًست صیش است: سیضی تشوامٍمذل 

3

1

1 2 3

( )

. .

5

0,int

i i

i

i

Max p x

s t

x x x

x



  





  



 www.behinehyab.com                نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

6 
 

)پًیئا داشئتیم،    سیضی تشوامٍتا استفادٌ اص قشاسدادَایی کٍ دس خظًص مسلهٍ  , )n nf s x     تئٍ طئًست صیئش

 شًد: می

*

1( , ) ( ) ( )n n n n n nf s x p x f s x    

3nًان سيوذ حل سا اص ت میتا استفادٌ اص مًاسد تالا    مشحهٍ آخش( آغاص کشدی( 

 5تئا   1ًان اص تئ  می  Sام َستیمی -3تشای کشًس  پضشکی َایٌ کٍ تٍ دوثال یا ته تؼذاد گشي 3 دس مشحهٍ

0s)اػذاد طحیح( مقذاس تگیشدی اگش        ام تئشای تخظئیض تئاقی     3تاشذ، یؼىی َیچ گشيَی تئشای کشئًس

ام تا تًخٍ تٍ خذيل اطلاػات ايلیئٍ  -3وماوذٌ است ي دس مشاحل قثل تخظیض اودام شذٌ است، لزا دس کشًس 

*ًان ا ضایش طًل ػمش داشت ي لزا ت میو

nf   شًدی میتشاتش طفش 

1sاگش    ام تخظیض دادٌ شًدی تئا   3ًاوذ تشای کشًس ت میتاشذ، یؼىی یک گشيٌ تخظیض وذادٌ شذٌ ي

*تًخٍ تٍ خذيل، 

nf  تشای شًدی  می 51تشاتشs  شًدی میایه سيوذ تکشاس  5تا  2اص 

 

 شًد: میطًست صیش  تشای مشحهٍ ديم تٍخذيل 
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 ىیمیک میتشای تششیح وحًٌ محاسثٍ خذيل  ً،، چىذ سهًل سا تا خضییات تیان 

2ستًن  0x   

0sدس حالتی کٍ    ام تخظئیض دادٌ شئذٌ اسئت(    -1پضشکی دس کشئًس   َایٌ شيگ میاست) یؼىی تما

*گشيٌ پضشکی تشای تخظیض تاقی وماوذٌ است ي لزا مقذاس  3ي 2 کشًستشای دي 

2 (0)f  شًدی میتشاتش طفش 

1sدس حالتی کٍ   تخظیض  3ي 2گشيٌ پضشکی امکان تخظیض داسد کٍ تشای کشًس  1شًد، یؼىی  می

2یاتذی دس ایه ستًن  0x   ام گشيٌ تخظیض دادٌ وشًد ي یک گشيٌ تئاقی ماوئذٌ   -2است، یؼىی تشای کشًس

3nیاتذی حال تٍ خذيل  میام تخظیض -3است کٍ تٍ کشًس    1شدیم ي مقذاس تُیىٍ تئشای  گ میتاصs    سا

استی لزا  51يسیم کٍ تشاتش تا آ میتذست 
2 2( , )f x s  ا ضایش  51ام( +-2)ا ضایش ػمش تشای کشًس  1تشاتش تا(

 شًدی میام( -3ػمش تشای کشًس 

2ستًن  1x  

0sشًد تشای  میَمان طًس کٍ ملاحظٍ    0، خط تیشٌ کشیذٌ شذٌ است چًن اگشs   تاشذ، یؼىی

ام )-2گشيَی تشای تخظیض تاقی وماوذٌ است ي لزا تخظیض یک گشيٌ تشای کشئًس   3ي  2تشای کشًسَای 

2 1x ( ٌمؼىا وذاسد ي لزا تا خط تیش )- شًدی می( ایه وکتٍ تیان 
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1sاگش   َمئان   3ي  2ًان دس کشئًسَای  ت میٍ تاشذ، یؼىی یک گشيٌ پضشکی امکان تخظیض داسد ک(

2( تخظیض یاتذی چًن 3ي  2مشاحل  1x  یاتذ ي تئا تًخئٍ تئٍ     میتخظیض  ام-2، ایه گشيٌ تٍ کشًس است

ام، -2گئشيٌ پضشئکی دس کشئًس     1سال خًاَذ تًدی چًن تخظئیض   21خذيل ايلیٍ، ا ضایش طًل ػمشا تشاتش 

ام تشاتئش طئفش اسئت، تىئاتشایه     -3ماوذ، لزا ا ضایش طًل ػمش تشای گشئًس   یومام گشيَی تاقی -3تشای کشًس 

2 2( , )f x s  شًدی  می 21+1تشاتش 

2sاگش    2تخظیض یاتذ ي چًن 3ي  2ًاوذ دس کشًسَای ت میگشيٌ پضشکی  2تاشذ، یؼىی 1x   ،است

ام ي یک گشيٌ تاقی ماوئذٌ دس کشئًس سئًم تایئذ تخظئیض یاتئذ کئٍ دس ایئه طئًست          -2یک گشيٌ دس کشًس 

2 2( , )f x s  ا ئضایش طئًل ػمئش تئا      51ام( + -2)ا ضایش طًل ػمش تا تخظیض یک گشيٌ دس کشًس 21تشاتش(

 یشًد میام( -3تخظیض یک گشيٌ دس کشًس 

*ستًن 

2 ( )f s  تشاتش تیشتشیه
2 2( , )f x s 2 میتٍ اصای تماx  2است يx  متىاظش تا مقادیش تیشتش دس*

2x 

 یشدیگ میقشاس 

 

1n) خذيل مشحهٍ آخشدس   گشيٌ پضشکی تاقی  5(، چًن َیچ تخظیظی طًست گش تٍ وشذٌ است، لزا

0nxتخظیض یاتذی اگش  3ي  2، 1 َایٌ ًان تٍ گشيت میماوذٌ است کٍ       ام َئیچ  -1تاشئذ یؼىئی دس کشئًس

استفادٌ شًد کٍ دس ایه طئًست   3ي 2گشيٌ تاقی ماوذٌ تشای دي کشًس  5گشيٌ پضشکی تخظیض دادٌ وشًد ي 

2nشًدی وحًٌ محاسثٍ سایش مقادیش مشاتٍ خذيل می 161مقذاس تُیىٍ تشاتش      َئای ٌ اسئتی تخظئیض گئشي 

1پضشکی تٍ طًست  2 31, 3, 1x x x   سال ا ضایش ػمش خًاَذ شذی 171شًد کٍ تاػث  می 

سئاوات صیئادی داسدی تئٍ دلیئل َضیىئٍ گئضاف آمئًصر ي        دم کاس کاسگاَی دس  ظًل مختهف وًح مثال:

خًاَئذ دس   ومئی استخذام کاسگشان خذیذ، مذیش کاسگاٌ تمایهی تٍ اخشاج کاسگشان اضئا ی وئذاسد اص طش ئی يی    
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 ظًل کم کاسی تؼذاد صیادی کاسگش استخذام داشتٍ تاشذی تٍ دلیل تًلیذ کالاَای سفاسشئی دس ایئه کاسگئاٌ،    

خًاَذ سیاست استخذام کاسگش  میتاشذی تا ایه ششایط مذیش کاسخاوٍ  ومیش امکان تًلیذ ي رخیشٌ کالا َم میس

 خذيل صیش استیدس  ظًل مختهف سا تذاوذی تؼذاد کاسگشان مًسد ویاص َش  ظل تٍ طًست 

ًاوذ اص مقادیش  ً، کمتش تاشذی َش کاسگش اضا ی ویض تاػث اص دست س ته حذيد ت میتؼذاد کاسگشان َش  ظل و 

دلاس دس  211استخذام ي اخشاج کاسگشان تئا حاطئل ضئشب     َایٍ شًدی تٍ ػلايٌ َضیى میدلاس دس  ظل  2111

ًان تئ  مئی ًاوذ کسشی تاشذ چئًن  ت میاد کاسگشان مشتغ تفايت سطح استخذام دي  ظل متًالی تشاتش استی تؼذ

 سطح استخذام دس َش  ظل تٍ چٍ طًست تاشذ تا َضیىٍ کمیىٍ شًد: استخذام ویمٍ يقت داشتی

 ح : 

n تؼذاد  ظل َا : 

nx  سطح استخذام دس  ظل :n-ام 

Sسطح استخذام کاسگشان : 

nr ٍحذاقل ویشيی اوساوی مًسد ویاص دس مشحه :n ام 

2 *

1( , ) 200( ) 2000( ) ( )n n n n n n nf x s x s x r f x       

4nدس مشحهٍ    ىیم:ک می) ظل تُاس( ششيع 
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4n دس  2000تخئش  تیشتش شًد لزا  255ًاوذ اص ت می) ظل تُاس( چًن تؼذاد استخذام و( 255)nx  

 تشاتش طفش استی

3nتشای مشحهٍ    ،)3) ظل صمستان( , )nf x s  شًد: میتٍ طًست صیش 

 
3

2 2

3 3 3 3
200 255

( , ) 200( ) 2000( 200) 200(255 )n
x

f x s Min x s x x
 

       

کئاسگش اص  ظئل    sاست ي چًن دس اتتذای ایه  ظل  3xتؼذاد کاسگشان ایه  ظل ) ظل صمستان( تشاتش 

3xقثل امذٌ است ي لزا  s      کاسگش تایذ استخذام یا اخشاج شًوذ ي َضیىٍ استخذام ي اخئشاج آن َئا تشاتئش تئا

2

3200( )x s  تؼئذاد کئاسگشان   است، اگئش   211خًاَذ تًدی تا تًخٍ تٍ ایه کٍ تؼذاد کاسگشان مًسد ویاص تشاتش

تئٍ ایئه طئًست تذسئت      4هئٍ  تیشتش شًد، تایذ َضیىٍ کاسگش اضا ی دادی َضیىئٍ مشح  211اص  (3x) ایه  ظل

است ي کل   3xتشاتش  میاست، دس اتتذای  ظل تُاس سطح استخذا 3xیذ کٍ چًن تؼذاد کاسگشان ایه  ظل آ می

2َضیىٍ استخذام تشاتش تا 

3200(255 )x شًدی می 

)3تشای تذست آيسدن کمیىٍ تاتغ  , )nf x s  3، تایذ ایه تاتغ سا تش حسةx      مشئت  خضیئی گش ئت ي لئزا

 داسیم:

3 3 3 3 3

3

( , ) 400( ) 2000 400(255 ) 400(2 250) 0f s x x s x x s
x


        


 

 لزا داسیم:

*

3

250

2

s
x


   

*چًن مشت  ديم مثثت است، لزا 

3x    250کمیىٍ اسئتی چئًن

2

s   (  ٌ245,252.5دس محئذيد)    قئشاس

250داسد، لزا 

2

s   ٍ3دس  اطهٍ مًخx  250قشاس داسد ي مقذاس

2

s      3کمیىٍ استی پئ  اص خئایگضیىیx   تئا

250

2

s   دس*

3 3( , )f x s :خًاَیم داشت 



 www.behinehyab.com                نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

11 

 

 

2nتشای مشحهٍ    ىیم:ک می)پاییض( تٍ طًست صیش ػمل 

2 *

2 2 2 2 3 2

2 2

2 2 2

2

2 2

( , ) 200( ) 2000( 240) ( )

200( ) 2000( 240) 50(250 )

50(260 ) 1000( 150)

f s x x s x f x

x s x x

x x

    

     

   

  

*تشای پیذا کشدن 

2x  شًد: میمذل صیش حل 

2

*

2 2 2
220 255

( ) ( , )
x

f s Min f s x
 

   

 تا مشت  گیشی ي قشاس دادن مشت  تشاتش طفش، خًاَیم داشت:

2 2 2

2

*

2

2

2 22

2

( , ) 600 400 240*200 0

2 240

3

( , ) 600 0

f s x x s
x

s
x

f s x
x


   




 


  



 

240اگش  255s    تاشذ، لزا دس محذيدٌ مدئاص*x    خًاَئذ تئًد ي* 2 240

3

s
x


     اسئت يلئی اگئش

220 240s   ،تاشذ* 240x   2خًاَذ شذ ي  حذاقل 2( , )f s x  ٌ220دس تاص 240s   دس* 240x  

2nدَذی خلاطٍ وتایح تشای  میسخ   :دس خذيل صیش آمذٌ است 
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1nتشای   :تاتستان( داسیم( 

2 *

1 1 1 1 2 1( , ) 200( ) 2000( 220) ( )f s x x s x f x       

*مقذاس 

2 1( )f x  1220دس محذيدَای 240x   1240ي 255x   داسای دي مقذاس متفايت است، لزا

1 1( , )f s x  ًان وًشت:ت میتٍ طًست صیش 

2 2

1 1 1 1

2

1 11 1

2 2200
1 1 1 19

200( ) 2000( 220) 2000(240 ) 115000 220 240

200( ) 2000( 220)( , )

2(250 ) (265 ) 30(3 575) 240 255

x s x x x

x s xf s x

x x x x

        


    


         

 

1تشای یا ته مقذاس تُیىٍ  1( , )f s x 1 ىیمک می، اتتذا  شع 240x   1، مشت 1( , )f s x  1تش حسةx   ٍتئ

 است:طًست صیش 

1 1 1

1

( , ) 4400 400 958000) 0f s x x s
x


   


 

255sتا تًخٍ تٍ ایه کٍ    ،آوگاٌ است*

1 240.9x  1مقادیش   میلزا تشای تما 240x  :داسیم 

1 1

1

( , ) 0f s x
x





 

1لزا حذاقل سيی واحیٍ   240x   1تٍ اصای 240x   دَذی میسخ 

1240اگش  255x  : ٌتاشذ آوگا 
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400
1 1 1 13

1

3 225
( , ) (4 3 225) 0

4

s
f s x x s x

x

 
     


 

 ي

2

1 12

1

1600
( , ) 0

3
f s x

x


 


 

255sچًن دس ایئه مشحهئٍ،         ٍ1240اسئت، پئ  دس واحیئ 255x    1حئذاقل 1( , )f s x   تئٍ اصای

1 247.5x   1220 شًد کٍ اص مقذاس کمیىٍ تاتغ َذف دستاصٌ  میایداد 240x  کمتش است لزا داسیم: 

* *

1 1(255) (255,247.5) 185000f f   

1nخلاطٍ وتایح   :دس خذيل صیش آمذٌ است 

 

*لزا سیاست تُیىٍ تشاتش تا  * * *

1 2 3 4( , , , ) (247.5,245,247.5,255)x x x x   استی 185111ي َضیىٍ کل 
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 پًیا حل کىیذی سیضی تشوامٍخطی صیش سا اص سير  سیضی تشوامٍ تمریه:

1 2

1

2

1 2

1 2

3 5

. .

4

2 12

3 2 18

, 0

Max Z x x

s t

x

x

x x

x x

 





 



 

 ح :

n  ي تؼذاد متغیشَای تظمیم گیشی استی 2تشاتش 

1 2 3( , , )R R R  ٍتشداس حالت است کiR  مقذاس تاقی ماوذٌ اص مىثغi استی 

ix   مقذاس متغیشi-ام استی 

2nتشای   :داسیم 

2مقذاس تاتغ  1 2 3 2( , , , )f R R R x  تشاتش
25x  2است کٍ مقذاسَایx    2تایذ محئذيدیت َئای 22x R  ي

2 32x R  ٍسا تشآيسدٌ کىذی لزا تشای محاسث*

2x :مذل صیش سا تایذ حل کشد 

 *

2 1 2 3 2 1 2 3 2 2

2 2

2 3

2

( , , ) ( , , , ) 5

2

2

0

f R R R Max f R R R x Max x

x R

x R

x

 







  

 خًاب تُیىٍ مذل  ً، تٍ طًست صیش است:
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1nتشای   :داسیم 

 * *

1 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 1 1 2 3 1

1 1

1 3

1

( , , ) ( , , , ) 3 ( , , 3 )

3

0

f R R R Max f R R R x Max x f R x R R x

x R

x R

x

    







 

1چًن دس مشحهٍ ايل اص مىاتغ استفادٌ وشذٌ است، لزا  4R   2ي 12R   3ي 18R   استی لزا*

1f   ٍتئ

 شًدی میطًست صیش 

 

1

* *

1 1 2 1 1

1

1

1

1
1

0 4

(4,12,18) max 3 (4 ,12,18 3 )

4

3 18

0

18 312
max 3 5min ,

2 2x

f x f x x

x

x

x

x
x

 

   







   
   

  

 

 یذ کٍ تًخٍ داشتٍ تاش

11

1 1

6 0 218 312
min ,

9 1.5 2 42 2

xx

x x

  
  

    
 

 تا خایگضیىی دي ػثاست  ً، دس َم داسیم:

1 11
1

1 1

3 30 0 218 312
3 5min ,

45 4.5 2 42 2

x xx
x

x x

   
   

    
 

1تا تًخٍ تٍ ایه کٍ دس  2x   13َش دي ػثاست 30x   145ي 4.5x   ٍشئًد، لئزا    مئی تیشئیى*

1 2x  

1شًد ي خًاَیم داشت:  می 2 3( , , ) (2,12,12)R R R   ي*

2 6x   خًاَذ شذی 36ي سًد کل تشاتش تا 

خؼثٍ تًت  شوگی تشای  شير دس سٍ شؼثٍ خًد خشیئذاسی   5طاحة یک  شيشگاٌ صودیشٌ ای،  تمریه:

کشدٌ استی مقذاس  شير تًت  شوگی دس ایه سٍ شؼثٍ متىايب استی لزا طاحة  شيشگاٌ مایل است کٍ ایئه  

خؼثٍ سا طًسی تٍ سٍ شؼثٍ تخظیض دَذ کٍ امیذ سیاضی کل سًد حاطل حذاکثش شًدی َمچىیه مئاوؼی   5
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ذاشتٍ تاشذی خذيل صیش، امیذ سیاضی سًد َش شؼثٍ سا تا دس وظش گئش ته  ویست کٍ یک  شيشگاٌ تًت  شوگی و

 دَذی میتؼذاد خؼثٍ تًت  شوگی کٍ تٍ آن شؼثٍ اختظاص یاتذ وشان 

 

خؼثٍ تٍ سٍ شؼثٍ سا طًسی تؼییه کىیذ کٍ امیذ  5پًیا چگًوگی تخظیض ایه  سیضی تشوامٍتا استفادٌ اص 

 د کل حذاکثش شًدیسیاضی سً

 ح : 

nx تًت  شوگی تٍ شؼثٍ  َایٍ : تؼذاد خؼثn تخظیض دادٌ شذٌ استی 

( )n np x اص تخظیض   شير سًد: امیذnx  ٍخؼثٍ تٍ شؼثn 

nsتاقی ماوذٌ تشای تخظیض تٍ شؼة َایٍ : تؼذاد خؼث 

 استی 3تؼذاد مشاحل تشاتش 

* *

1
0

( ) max ( ) ( )
n n

n n n n n n n
x s

f s p x f s x
 

      
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 3 0s  ٌتاقی وماوذٌ است ي لزا سًدی  3: دس ایه طًست َیچ خؼثٍ ای تشای تخظیض تٍ شؼثٍ شماس

 ًان اوتظاس داشتیت میو

3 1s  شًدی میياحذی ػایذ  4خؼثٍ تاقی ماوذٌ است ي اص تخظیض ایه خؼثٍ، سًد  1: دس ایه طًست 
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2 0s   2ي 0x  ٌتاقی وماوذٌ ي لئزا دس ایئه    2: دس ایه طًست خؼثٍ ای تشای تخظیض تٍ شؼثٍ شماس

 شًدی ومیسًدی ػایذ طاحة شؼة  3شؼثٍ ي شؼثٍ 

2 0s   2ي 0x  کٍ َیچ خؼثٍ ای تاقی وماوذٌ است، لزا امکان تخظیض خؼثٍ تٍ شؼثٍ  ایه: تٍ دلیل

 وشان دادٌ شذٌ استی –ي لزا تا ویست  3ي 2

2 1s   2ي 1x     ٍ2: دس ایه طًست یک خؼثٍ تشای تخظیض تاقی ماوذٌ است کٍ ایه خؼثئٍ تئٍ شئؼث 

 شًدی می 6+1ي لزا سًد حاطل تشاتش  ومی ماوذتاقی  3یاتذ ي خؼثٍ ای تشای شؼثٍ  میتخظیض 

2 3s   2ي 2x  ي  2خؼثٍ تشای تخظیض تاقی ماوذٌ است کٍ دي خؼثٍ تشای شئؼثٍ   3: دس ایه طًست

 شًدی می 15;11+4است لزا  سًد حاطل تشاتش تا  3یک خؼثٍ تشای شؼثٍ 

2 5s   2ي 3x 2ي  2خؼثٍ تشای تخظیض تاقی ماوذٌ است کٍ سٍ خؼثٍ تٍ شؼثٍ  5ت : دس ایه طًس 

 شًدی می 24;9+15شًدی لزا سًد حاطل تشاتش تا  میتخظیض دادٌ  3خؼثٍ تاقی ماوذٌ تٍ شؼثٍ 

 

 ایه مسلهٍ داسای دي خًاب تُیىٍ تٍ طًست صیش است:

 

امتحان امادٌ شًدی تشای آمادگی َئش دس  حئذاقل    4سيص َفتٍ يقت داسد تا تشای  7داوشدًیی  تمریه:

یک سيص ویاص داسدی ایه داوشدً تشای تمشکض تیشتش تظمیم گش تٍ اسئت کئٍ دس یئک سيص تئیش اص یئک دس       
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پًیئا   سیضی تشوامٍاص  ًاوذ تشای َش دس ، یک، دي، سٍ، یا چُاس سيص يقت تگزاسدی تا استفادٌت میوخًاوذی تىاتشایه 

دس  آمادٌ کىذی ومشٌ ایه داوشدً تشای َش دس  تا تًخٍ تٍ تؼذاد  4ًاوذ خًد سا تشای امتحان ایه ت میچطًس 

 ومایذ تٍ طًست صیش پیش تیىی شذٌ است: میسيص َایی کٍ مطالؼٍ 

 

 ح :

nx   تشاتش تؼذاد سيص َای مطالؼٍ دس :n –ام 

( )n np x ومشٌ اخز شذٌ پ  اص :nx   سيص مطالؼٍ دسn-ام 

ns :ٍتؼذاد سيص َای تاقی ماوذٌ تشای مطالؼ 

* *

1
1 min( ,4)

( ) max ( ) ( )
n n

n n n n n n n
x s

f s p x f s x
 

       

 استی 4تؼذاد مشاحل تشاتش 
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3 2s   3ي 1x  تخظیض  3سيص تشای مطالؼٍ تاقی ماوذٌ است کٍ یک سيص ان تٍ دس   2: دس ایه حالت

 8;4+4تخظیض یاتذ کٍ دس ایه طًست میاوگیه ومئشٌ يی   4ًاوذ تٍ دس  ت مییاتذ ي یک سيص تاقی ماوذٌ  می

 شًدی می

3 3s   3ي 1x  3سيص تشای مطالؼٍ تاقی ماوذٌ است کٍ یک سيص تئشای مطالؼئٍ دس     3: دس ایه حالت 

یاتئذی دس ایئه طئًست میئاوگیه ومئشٌ يی       میام تخظیض – 4شًد ي دي سيص تاقی ماوذٌ تٍ دس   میاستفادٌ 

 شًدی می 8;4+4
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3 4s   3ي 2x  3سيص تشای مطالؼٍ تاقی ماوذٌ است کٍ دي سيص تئشای مطالؼئٍ دس     4: دس ایه حالت 

شئًدی دس ایئه طئًست میئاوگیه ومئشٌ يی       میام استفادٌ -4شًد ي دي سيص تاقی ماوذٌ تشای دس   میاستفادٌ 

 شًدی می 11;6+4

3 5s   3ي 3x  ص تشای مطالؼٍ تئاقی ماوئذٌ اسئت کئٍ سئٍ سيص تئشای دس  سئًم        سي 5: دس ایه حالت

 11;4+7ی لزا ومشٌ قاتل اوتظاس يی تشاتش تا 4سيص تاقی ماوذٌ تشای دس   2شًد ي  میاستفادٌ 

 

2 3s   2ي 1x  دس  ديم  سيص تشای مطالؼئٍ تئاقی ماوئذٌ اسئت کئٍ یئک سيص تئشای        3: دس ایه حالت

 خًاَذ شذی 13;8+5شًدی دس ایه طًست مؼذل يی تشاتش   میگزاشتٍ 

2 4s   2ي 2x  سيص تشای مطالؼٍ تاقی ماوذٌ است کٍ دي سيص تشای دس  ديم گزاشتٍ  4: دس ایه حالت

 شًدی می 14;8+6شًد کٍ دس ایه طًست مؼذل يی تشاتش تا  می

تٍ دلیل ایه کٍ داوشدً تایذ حذاقل یک سيص تشای َش دس  تخظیض دَذ، تؼذاد سيص َئای تئاقی    وکته:

 وثایذ اص سٍ سيص کمتش تاشذی 2تشای دس  
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 سيص تشای مطالؼٍ تاقی ماوذٌ استی 7تا تًخٍ تٍ ایه کٍ دس  ايل اتتذای َفتٍ است، لزا 

1 7s   1ي 3x سيص تشای دس  ايل، ي مئاتقی   3سيص تشای مطالؼٍ تاقی ماوذٌ است کٍ  7: دس ایه حالت

شئًدی تشاسئا  خئذيل تئالا،      می 21;6+15شًد کٍ لزا مؼذل يی تشاتش تا  میتشای دس  َای تؼذی استفادٌ 

 خًاب تُیىٍ تٍ طًست خذيل صیش است:

 

تثهیغاتی اوتخاتاتی استی تشای ایه مىظًس  سیضی تشوامٍاسی مشغًل مسلًل مىطقٍ یک حضب سی تمریه:

حًصٌ  ؼالیت کىىذی تا تًخٍ تٍ ایه کئٍ اگئش یئک دسئتیاس دس      4وفش استفادٌ کىذ تا دس  5ًاوذ اص خذمات ت می

شًدی  میىذ، لزا َش دستیاس تٍ یک حًصٌ گماشتٍ ک میتیش اص یک حًصٌ  ؼالیت کىذ، تاصدَی يی کاَش پیذا 

شًد کٍ ا ضایش تؼذاد آسا کاوذیذا دس َش حئًصٌ تئا    میًاوذ تذين دستیاس تماوذی تشآيسد ت میَای ٌ ىیه حًصَمچ

 تًخٍ تٍ دستیاساوی کٍ تشای حًصٌ گماشتٍ شذٌ است، تٍ ششح خذيل صیش است:
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 ح :

nxدس حًصٌ  ل: تؼذاد دستیاسان  ؼاn-ام 

( )n np x تؼذاد آسا يقتی :nx  ٍشًدی میدستیاس گماشت 

nsٍوشذٌ تا مشحهٍ  : تؼذاد دستیاسان گماشتn-یام 

* *

1
0

( ) max ( ) ( )
n n

n n n n n n n
x s

f s p x f s x
 

      

 شًد: می شع  4تؼذاد حالات تشاتش 
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3اگش  1s   3ي 0x  تىُا یک دستیاس تاقی ماوذٌ اسئت کئٍ    4ي  3 َایٌ تاشذ، دس ایه طًست تشای حًص

 شًدی می 3;3+1شًد ي تؼذاد آسا تشاتش تا  میدادٌ  4یشد ي تىُا تٍ حًصٌ گ میتؼه  و 3تٍ حًصٌ 

3اگش  2s   3ي 1x  دي دستیاس تئاقی ماوئذٌ اسئت کئٍ تئٍ       4ي  3 َایٌ تاشذ، دس ایه طًست تشای حًص

یاتذ کٍ دس ایه طًست تؼذاد آسا تشاتش تئا   میتخظیض  4یاتذ ي یک وفش تٍ حًصٌ  مییک وفش تخظیض  3حًصٌ 

 شًدی می 8;3+5
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3اگش  3s   3ي 3x  تاقی ماوذٌ اسئت   4ي  3 َایٌ تاشذ، دس ایه طًست سٍ وفش تشای تخظیض تٍ حًص

شًد ي لزا مقئذاس کئل آسا    می شدی تخظیض دادٌ ن 4یاتذ ي تٍ حًصٌ  میتخظیض  3کٍ َش سٍ وفش تٍ حًصٌ 

 شًدی می 11;1+11تشاتش تا 

3اگش  5s   3ي 2x   تاقی ماوذٌ است کٍ  4ي  3 َایٌ وفش تشای تخظیض تٍ حًص 5تاشذ، دس ایه طًست

 شًدی می 21;12+9شًد، لزا تؼذاد آسا تشاتش تا  میتخظیض دادٌ  4وفش تٍ حًصٌ  3ي  3وفش تٍ حًصٌ  2

 

 

 شًد: میتشاسا  خذايل تالا، خًاب تُیىٍ تٍ طًست صیش 
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 خطی صیش سا حل کىیذی سیضی تشوامٍپًیا، مسلهٍ  سیضی تشوامٍتا استفادٌ اص  تمریه:

1 2

1 2

1 2

1 2

15 10

2 6

3 8

, 0

Max x x

x x

x x

x x



 

 



  

 ح :

1 دس وظش تگیشیذ  2( , )S R R  ٍکiR  کمثًد محذيدیتi-ام استی 

1
2 1 2 2 2 2 22 ( , , ) 10 ,0 min ,

2

R
n f R R x x x R

 
      

 
  

 

8
1 3

*

1 1 1 2 1 1

1 1

1
1 1

0
1 1

1 (6,8, ) 15 (6 ,8 3 )

10 30 0 2
6

15 10 min ,8 3 8
2 80 15 2

3
x

n f x x f x x

x x
x

x x
x x 

     

  
  

     
    



  

1دس  f(.)1مقئئذاس تیشئئیىٍ  2x   دَئئذ کئئٍ مقئئذاس  مئئیسخ*

1 50f  شئئًد ي لئئزا خئئًاب تُیىئئٍ  مئئی

* *

1 2( , ) (2,2)x x    ي* 50z  شًدی می 

 پًیا حل کىیذی سیضی تشوامٍمسلهٍ صیش کٍ دس آن َضیىٍ ايلیٍ مىظًس شذٌ است سا تا استفادٌ اص  تمریه:
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1 2 3

1 2 3

1 2

1 2 3

3

3

3 3

3 7 6 ( )

3 2 6

5

, , 0

0 0
( )

1 0

Max z x x f x

x x x

x x

x x x

x
f x

x x

  

  

 




 

  

  

1دس وظش تگیشیذ  ح : 2( , )s R R  ٍکiR  کمثًد محذيدیتi-ام استی 

3

3 1 2 3

3 3

0 0
( , , )

1 0

x
f R R x

x x


 

  
 

 
1

3 2

*

3 1 2 3
0

1

1
1

1

1
* 1

3

1

( , ) max 0, max 1

max 0, 1
2

1 0 2
2

0 2

0 2
2

0 2

R
x

f R R x

R

R
R

R

R
R

x

R

 

 
   

 

 
   

 


   

 
 


 

  
 

  

1 1
2 2 2 2 2 23 3

* *

2 1 2 2 1 2 2 2 3 1 2 2
; ;

1 1
2

* 1 1
2 1 2 2 2

2 1 1
2

1 1
2

* 1 1
2 2 2

1
2 2

2

( , ) max ( , , ) max 7 ( 3 , )

7

3 3

2
( , ) 7

3 3

17 2
1

2 2 3

3 3

2

3 3

2

3

R R
x x R x x R

n

f R R f R R x x f R x R

R R
R

R R
f R R R R

R R R
R

R R
R

R R
x R R

R
R R

   



   







  



  









  






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 

 

1

1

1 1

1 1

* *

1 1 2 1 1
0 5
0 6

1
1 1 1

0 4.5 4.5 5

1
1

0 4.5 4.5 5

1

(6,5) max 3 (6 ,5 )

7(6 )
max max 3 , max 3 7(5 )

3

2
max max 14 , max 35 2 17

3

x
x

x x

x x

n

f x f x x

x
x x x

x
x

 
 

   

   



     

   
     

  

  
     

  

  

*لزا خًاب تُیىٍ  * *

1 2 3( , , ) (4.5,0.5,0)x x x    ي* 17z   شًدی می 

 پًیا حل کىیذی سیضی تشوامٍغیشخطی ي ػذد طحیح صیش سا تا استفادٌ اص  سیضی تشوامٍمسلهٍ  تمریه:

2 3 2 3

1 1 2 2

1 2

1 2

3 5

. .

2 4

, 0,int

Max Z x x x x

s t

x x

x x

   

 



   

 استی 2حالت، مقذاس تاقی ماوذٌ اص محذيدیت استی تؼذاد حالت تشاتش تا  ح :
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*خًاب تُیىٍ  *

1 2( , ) (0,2)x x   ي* 12z  استی 

غیش خطی ػذد طحیح صیش سا دس وظش تگیشیذی مقذاس تُیىٍ سا تئا اسئتفادٌ اص سير    سیضی تشوامٍمذل مثال: 

 پًیا محاسثٍ کىیذی سیضی تشوامٍ

2

1 1 2 3

1 2 3

1 2 3

32 2 30 20

. .

3 7 5 20

, , 0,int

Max x x x x

s t

x x x

x x x

  

  



  

استی َذف پیئذا کئشدن مقئذاس     3حالت، مقذاس تاقی ماوذٌ اص محذيدیت است ي تؼذاد مشاحل تشاتش  ح :

*

1 (20)f : 
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*، مقذاس تُیىٍ 4تا  1ػذاد تیه آ میتا تًخٍ تٍ ایه کٍ تشای تما

3 3( )f s  ي*

3x     3یکسئان اسئت لئزاs   ٍتئ

0طًست تاصٌ ی  4   ٌ3شًد تا دس خذيل اختظاس شًدی اگش  میوشان دادs  3شًد، لزا  9تا  5اصx  ًان تئ  مئی

*یک تاشذ کٍ دس ایه طًست مقذاس 

3 3( )f s  استی 21تشاتش 

 

3nمشاتٍ خذيل    2 ، تشای ساحتیs  ٌشًدی میتٍ طًست تاصٌ ای وشان داد 

2 شع کىیذ  5 6s    2تاشذ ي 0x   3تاشذ، دس ایه طًستx تاشذ کٍ مقذاس تاتغ َئذف   1ًاوذ ت می

 شًدی  می 21;1+21تشاتش تا 

2 شع کىیذ  10 11s    2تاشذ ي 1x     35تاشذ، دس ایئه طئًست 3 4x    شئًد ي کئٍ دس ایئه     مئی

3طًست  0x   استی 31;1+31است ي لزا مقذاس تاتغ َذف تشاتش تا 

2 شع کىیذ  17 18s    2تاشذ ي 2x  ،3دس ایه طًست  تاشذ 3 4s   3شًد کٍ  می 0x  شًد  می

 شًدی می 6;6+1ي لزا تاتغ َذف تشاتش تا 
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*خًاب تُیىٍ  * *

1 2 3( , , ) (5,0,1)x x x   ي* 130z  استی 

 پًیا حل کىیذی سیضی تشوامٍغیشخطی صیش سا تا استفادٌ اص  سیضی تشوامٍمذل  تمریه:

2 2

1 2 3 3

1 2 3

1 2 3

2 2 4

. .

2 4

, , 0,int

Max x x x x

s t

x x x

x x x

  

  



 

 ام استی-n، میضان تاقی مادٌ اص مىثغ دس مشحهٍ  ns ح :

3 3

2

3 3
0

2 *

3 3 3 3

3

2
2

3 32

3

3

max 4

(4 ) 4 2 0 2

(4 ) 2 0

x s

n

x x

x x x x
x

x x
x

 






     




   



  

*لزا 

3 2x   یک وقطٍ تیشیىٍ یاMax استی 
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2 2

2 2

2 2

*

2 3 2 2
0

2

2 2 2 2 2 2 2
0

2

2 2 2 2 2 2 2

2

* *

2 2 2 2 2

2 2 2
0

* *

2 2 2 2 2 2

2

max 2 ( )

0 2 : max 2 4( ) ( )

2 4( ) ( ) 2 2 2 0

1; ( ) 2 1

2 4 : max (2 4)

2; ( ) 2 2 1

x s

x s

x s

n

x f s x

if s x x s x s x

x s x s x s x
x

x s f s s

if s x x

x s f s s s

 

 

 



   

        


          

    

   

     

  

 

1 1

1 1 1 1

2 *

1 2 1
0

2 2 2

1 1 1 1 1 1
0 0

2 *

1 1 1 1

1

2
2

1 12

1

1

max 2 (4 2 )

0 4 2 1 max 2 4(4 2 ) (4 2 ) max 2 8

( 2 8 ) 4 8 0 2

( 2 8 ) 4 0

x s

x s x s

n

x f x

if x x x x x x

x x x x
x

x x
x

 

   



   

                


       




    



  

*تا تًخٍ تٍ مًاسد تالا، 

1 2x   یک وقطٍ تیشیىٍ یاmax  :است ي داسیم*

1 (4,2) 8f   

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1
0 0

2 *

1 1 1 1

1

2
2

1 12

1

1 4 2 4 max 2 2(4 2 ) 1 max 2 4 9

(2 4 9) 4 4 0 1

(2 4 9) 4 0

x s x s
if x x x x x

x x x x
x

x x
x

   
               


      




   


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*تا تًخٍ تٍ مًاسد تالا، 

1 1x   یک وقطٍ کمیىٍ یاMin استی 

 تشای یا ته خًاب تیشیىٍ، تایذ وقاب گًشٍ سا چک کشد:

1 1 1

1 1 1

1 4 2 1.5, (4,1.5) 7.5

4 4 2 0, (4,0) 9 max

x x f

x x f

    

     
  

*تا تًخٍ تٍ مًاسد تالا، خًاب تُیىٍ  * *

1 2 3( , , ) (0,3,1)x x x   ي*

1 (4) 9f  استی 
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