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ی خطی دس فشض صحیح ثوَدى هغییشّوبی   سیض ثشًبهِی ػذد صحیح ٍ سیض ثشًبهِتفبٍت اصلی یک هسئلِ 

ی اهکوبى ذوزیش ضووبسا    ّب ضَد کِ تؼذاد خَاة هیهسئلِ است. ضبیذ دس ًگبُ اٍل صحیح ثَدى هغییشّب ثبػث 

هغییوش دٍدٍیوی    nتَاى خَاة ثْیٌِ سا یبفت. فشض کٌیذ یک هوذل داسای   هی ّب آى هیثبضذ کِ ثب کٌغشل توب

10nثبضذ. اگش تَاًذ اخز ًوبیذ(  هی)همذاس صفش یب یک   توب ٍ اگوش    1111ی ثویص اص  ّوب  ثبضذ، تؼذاد خَاة

20n  30، ثیص اص یک هیلیَى ٍ اگش ّب ثبضذ، تؼذاد خَاةn  ثیطغش اص یک هیلیبسد  ّب ثبضذ، تؼذاد خَاة

ًخَاٌّوذ ثوَد. حوبل اگوش تؼوذاد       ّوب  خَاة هیخَاّذ ثَد کِ حغی سشیؼغشیي کبهپیَتشّب لبدس ثِ ضوبسش توب

 ضَد. هیهغییشّب اص همیبس هیلیَى ثبضٌذ، دضَاس ثِ سشػت است ثیطغش 

 ی ػذد صحیح ثِ دٍ ػبهل ثسغگی داسد:سیض ثشًبهِذیچیذگی هحبسجبت یک هسئلِ 

 ّبی ػذد صحیحتؼذاد هغییش (1

 سبخغبس هسئلِ (2

اثشی دس دضَاس حل هسئلِ ًوذاسد کوِ ایوي ثوشخلا       ّب ضَد تؼذاد هحذٍدیت هیّوبى طَس کِ هلاحظِ 

ی ػذد صحیح ػولا ثسیبس دضَاس توش اص حول   سیض ثشًبهِی خطی است. اص اًدبییکِ حل هسبئل سیض ثشًبهِهسئلِ 

ی ػوذد صوحیح،   ّوب  سسذ کِ ثب حز  هحذٍدیت هیی خطی است، لزا گبّی هٌطمی ثِ ًظش سیض ثشًبهِهسبئل 

 ّب خَاة ت ٍ سپس آى سا ثب سٍش سیوپلکس حلی خطی آصاد ضذُ تجذیل سبخسیض ثشًبهِهسئلِ سا ثِ هسئلِ 

سا گشد کشد. ایي سٍش هوکي است ثشای حل ثشخی اص هسبئل کبسثشدی کِ همذاس ثسیبس ثضسگی داسًوذ هٌبسوت   

 صیش است:ثبضذ. ٍلی ایي سٍش داسای دٍ اضکبل 

 ضبیذ خَاة گشد ضذُ دیگش هَخِ ًجبضذ.-1

 ضبیذ خَاة گشُ ضذُ دیگش ثْیٌِ ًجبضذ.-2

 ثشای تطشیح دٍ اضکبل فَق، هثبل صیش سا دس ًظش ثگیشیذ.
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2صحیح  1x    1کٌین، خَاة حبصل  هیگشد 22, 1x x   ٍ7z  ضَد کِ ایي خَاة ثب خَاة ثْیٌِ  هی

1هذل اصلی، یؼٌی  20, 2, 10x x z   .اخغلا  صیبدی داسد 

ی ػذد صحیح، سٍش اًطؼبة ٍ تحذیوذ یوب ضوبخِ ٍ کشاًوِ     سیض ثشًبهِهغذاٍل تشیي الگَسیغن ثشای حل هسبئل 

(Branch and Boundاست کِ ًکغِ اصلی دس آى، ضوبسش ضوٌی خَاة ) ی هَخوِ اسوت. دس اداهوِ ایوي     ّب

 گیشد. هیسٍش هَسد ثشسسی لشاس 

 Branch and Boundرٍش شاخه ٍ کراًه 

ی ػذد صحیح هحذٍد، هغٌبّی است، لزا طجیؼی است سیض ثشًبهِی هَخِ یک هسئلِ ّب چَى تؼذاد خَاة

( اسغفبدُ ضَد. ّوبى طَس enumeration procedureاص سٍش ضوبسش )آى  کِ ثشای ذیذا کشدى خَاة ثْیٌِ

ثسیبس صیبد است، ّش سٍش ضوبسش ثبیذ ثِ صَست آگبّبًِ طوَسی طشاحوی    ّب کِ گفغِ ضذ، چَى تؼذاد خَاة

 سا هَسد ثشسسی لشاس دّذ. ّب اص خَاة  وید کِ دسصذ کضَ

 هجٌبی سٍش ضبخِ ٍ کشاًِ ثِ ضشح صیش است:

آى  تبثغ ّذ  هسئلِ هَسد ًظش ثبیذ حذالل ضَد ٍ همذاس تبثغ ّذ  ًیض اص همذاس هطخصی کِ فشض کٌیذ

کٌذ. ایي حذ ثبلا هؼوَلا همذاس تبثغ ّذ   ویتدبٍص ًضَد(  هیًطبى دادُ   uz( )ثب Upper Boundسا حذ ثبلا )

ثِ اصای ثْغشیي خَاة هَخْی است کِ تبکٌَى ذیذا ضذُ است. هٌطمِ خَاة ثِ چٌذ صیش هدوَػوِ هٌطوؼت   

اص  Lzآیذ. ایي حذ ذبییي ثِ ایي هؼٌب اسوت کوِ    هیثذست   ( Lzضَد. آًگبُ حذ ذبییي ّش صیش هدوَػِ ) هی

uz  ضَد. ّش صیش هدوَػِ کِ خَاة هَخِ ًذاسد ٍ یب ایي کِ ثْغوشیي خوَاة    هیثیطغش ثبضذ اص ثشسسی خبسج
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کِ ثِ ّش کذام اص دلایل فوَق حوز    ای ِ ضَد. ّش صیش هدوَػ هییبفغِ ضذُ است، اص ثشسسی خبسج آى  هَخِ

ی ّب سسذ، یکی دیگش اص هدوَػِ هیضَد. ٍلغی یک هدوَػِ ثِ تِ  هیگفغِ  fathomedضًَذ ثِ تِ سسیذُ یب 

ضَد. ایوي   هیاًدبم آى  ضَد. دس ػول ضبخِ ضذى ثش سٍی هیثبلی هبًذُ کِ هثلا ثْغشیي حذ سا داسًذ اًغخبة 

ّیچکذام اص صیش اص حذ ذبییٌی آى  یبثذ کِ خَاة هَخْی ثذست آیذ کِ همذاس تبثغ ّذ  هیکبس تب صهبًی اداهِ 

 ی ثبلی هبًذُ ثیطغش ًجبضذ ٍ چٌیي خَاثی، خَاة ثْیٌِ است.ّب هدوَػِ

 الگَریتن رٍش شاخه ٍ کراًه

 ضَد: هیثیبى   ویدس اداهِ خلاصِ سٍش ضبخِ ٍ کشاًِ ثِ صَست الگَسیغ

Uz قذم ابتذایی:   َخَد دس ًظش ثگیشیذ.ی هَسد ثحث سا ثِ ػٌَاى صیش هدوَػِ هّب . کل خَاة 

ی ثبلی هبًذُ )یک صیوش هدوَػوِ کوِ ًوِ ثوِ توِ       ّب یکی اص صیش هدوَػِ :(Branch step) قذم اًشعاب

گبُ صیش هدوَػِ اًغخبة ضذُ سا ثوِ دٍ توب   آى  سسیذُ ٍ ًِ هٌطؼت ضذُ است( سا ثشای اًطؼبة اًغخبة کٌیذ.

 چٌذ صیش هدوَػِ تمسین کٌیذ.

 ایي صیش هدوَػِ تؼییي کٌیذ. ثشای( سا  Lzحذ ذبییٌی همذاس تبثغ ّذ  ) :(Bound step)قذم تحذیذ 

صیش هدوَػِ خذیذ کِ داسای یکی اص ضشایط صیوش ثبضوذ، اص    ّش :(fathoming step) قذم به ته رسیذى

 ضَد. هیثشسسی ثیطغش کٌبس گزاضغِ 

L :1آصهَى  Uz z  

 صیش هدوَػِ هَسد ًظش ضبهل ّیچ خَاة هَخْی ًیست. :2آصهَى 

Lثْغشیي خَاة هَخِ ایي صیش هدوَػِ هطخص ضذُ است. اگوش   :3آصهَى  Uz z     ثبضوذ، ایوي خوَاة

Uضَد ٍ  هیخبیگضیي ثْغشیي خَاة هَخَد  Lz z  ضَد. هیاًدبم  ّب ثشای ثبلی گشُ 1ٍ سپس آصهَى 
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کِ صیش هدوَػِ دیگشی ثشای اًطؼبة ثبلی ًوبًوذُ اسوت، تَلون کٌیوذ. ثْغوشیي       هیٌّگب ذم بهیٌگی:ق

 خَاة هَخِ ّوبى خَاة ثْیٌِ است. دس غیش ایي صَست، ثِ لذم اًطؼبة ثشٍیذ.

هسئلِ تخصیص کبس ثِ ًفش صیش سا دس ًظش ثگیشیذ. ّذ  ایي است کِ ّش کذام اص کبسّب هٌحصشا ثِ  هثال:

 ی اًدبم ضذُ حذالل ضَد.ّب بس ًفش طَسی تخصیص دادُ ضَد کِ هدوَع ّضیٌِیکی اص چْ

 

 حل: 

!4ایي هسئلِ داسای  تکشاس صفش: 24 خوَاة سا ثوب    24است. حذ ذبییي ایوي   ّب تشکیت هخغلن اص خَاةLz 

ی تخصیص ) یؼٌی هدووَع  ّب ی هوکي ّضیٌِّب حذاللدّین. ثشای چٌیي حذ ذبییٌی، خوغ کشدى  هیًطبى 

2ضَد کوِ دس ایوي هثوبل ثشاثوش ثوب       هیی خذٍل ّضیٌِ( دس ًظش گشفغِ ّب اػذاد حذالل سغَى 1 2 2 7     

 است کِ ٍاضحب یک خَاة غیشهَخِ است. DCDCضَد. ایي خَاة هشثَط ثِ تخصیص  هی

صیوش هدوَػوِ تخصویص     4سا ثوِ   ّب کٌین ٍ کل خَاة هیثِ ّش کذام اص افشاد آغبص  1یص کبس : ثب تخص1تکشاس

14ثشاثش ثب  Aثِ ًفش  1ثشای تخصیص کبس  Lzدّین. ثشای هثبل، حذ ذبییي  هی 9 (1 2 2)    ضَد. ثوِ   هی

ثشای هبثمی کبسّب ثِ ضشط ایي کوِ   ّب است ٍ حذالل ّضیٌِ Aثِ ًفش  1تخصیص کبس  ِّضیٌ 9ایي صَست کِ 

9، ثشاثوش ثوب   Bثوِ ًفوش    1دیگش کبسی تخصیص دادُ ًطَد. حذ ذوبییي ثوشای کوبس     Aثِ فشد  4 (1 2 2)    
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13، حذ ذبییي ثشاثش Cثِ فشد  1ضَد. ثشای تخصیص کبس  هی 3 (3 2 5)    1ثشای تخصیص کبس   ضَد. هی 

8ب ثشاثش ث D ،Lzثِ فشد  2 (1 3 2)    ضَد. هی 

ضَد، لزا حذ ثبلایی خَاة ثْیٌوِ ًیوض ثوِ     هی CBDA، هٌدش ثِ خَاة هَخِ Cثشای صیش هدوَػِ   Lzچَى 

13Uzصَست    ضَد ٍ  هیثِ ٌّگبمCBDA  صیش هدوَػِ 3ضَد. طجك آصهَى  هیخَاة ثْیٌِ فؼلی ،C   ِثو

ثوشای اًطوؼبة    B  ٍDسسذ ٍ لزا تٌْب دٍ هدوَػوِ   هیثِ تِ  A، صیش هدوَػِ 1سسذ. ثب تَخِ ثِ آصهَى  هیتِ 

 ُ است.آهذ هبًذ. خلاصِ ًغبیح دس ضکل صیش هیثبلی 

 

ثِ دلیل ایي کِ کوغشیي حوذ ذوبییي سا داسد    D: اص ثیي دٍ صیش هدوَػِ ثبلی هبًذُ، صیش هدوَػِ 2تکشاس 

 Dثوِ فوشد    1ضَد. دس ایوي صیوش هدوَػوِ کوِ کوبس       هیضَد. ثِ ایي اصل، اصل ثْغشیي حذ گفغِ  هیاًغخبة 

هٌطؼت کشد کوِ حوذ    DA ،DB ٍ ،DCصیش هدوَػِ  3تَاى  هیضَد ٍ دس ایي صیش هدوَػِ،  هیتخصیص دادُ 

ی تَلون  ّوب  ضَد. ثشای ایي سِ صیش هدوَػِ، ّویچ یوک اص آصهوَى    هی 12، ٍ 11، 12ذبییي ثِ تشتیت ثشاثش ثب 

ُ آهذ . ًغبیح ایي تکشاس دس ضکل صیشB ،DA،DB  ٍDCی ثبلی هبًذُ ػجبستٌذ اص ّب اس ًیست. لزا صیش هدوَػِشثشل

 است.
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ضَد  هیثِ دلیل کوغشیي حذ ذبییي اًغخبة  Bاص ثیي چْبس صیش هدوَػِ ثبلی هبًذُ، صیش هدوَػِ  :3تکشاس

ثووِ تشتیووت ثشاثووش ثووب  ّووب آى ضووَد. حووذ ذووبییي هوویهٌطووؼت  BA،BC ،BDٍ اًغخووبة ثووِ سووِ صیووش هدوَػووِ 

4 5 (2 2) 13     ،4 1 (2 5) 12     ٍ4 4 (3 2) 13      ِ ی ّوب  خَاّذ ثَد. چَى صیوش هدوَػو

BA  ٍBC ی ّب ی هَخِ ّسغٌذ ٍ حذ ذبییي صیش هدوَػِّب خَاةBA  ٍBD ،سِ لزا ّش ثشاثش حذ ثبلای ّسغٌذ 

آى  یک خَاة هَخِ است همذاس تبثغ ّوذ  دس  BCذ. ّوچٌیي چَى صیش هدوَػِ ٌسس هیصیش هدوَػِ ثِ تِ 

خبییکوِ  آى  ضوَد. اص  هوی ثْغشیي خوَاة هَخوِ خذیوذ هحسوَة      BCDAفؼلی کوغش است، لزا خَاة  Uzاص 

12Uz   ثشاثش ثبLz ِی ّب صیش هدوَػDA  ٍDC سسذ. ثٌبثشایي، تٌْوب   هیتِ  ِاست، لزا ایي دٍ هدوَػِ ًیض ث

 ُ است.آهذ است. ًغبیح ایي تکشاس دس ضکل صیش DBکِ تب ایي لحظِ ثِ خب هبًذُ است، ای ِ صیش هدوَػ
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ضوَد.   هوی تمسوین   DBA  ٍDBCی ّب است کِ ثِ صیش هدوَػِ DBتٌْب صیش هدوَػِ ثبلی هبًذُ،  :4 تکشاس

2ثِ تشتیت  ّب آى حذ ذبییي 3 4 (2) 11     ٍ2 3 3 (5) 13      ثوِ   َطاست. چَى ایي دٍ حوذ هشثو

هشثَط   DBAC، خَاة هَخِ ّب ایيسسٌذ. ػلاٍُ ثش  هیصیش هدوَػِ ثِ تِ  دٍضًَذ، لزا ّش  هیی هَخِ ّب خَاة

11اص ثْغشیي خَاة هَخَد ثْغش است ) DBAثِ صیش هدوَػِ  12 ( لزا ایي خَاة ،)DBAC ثِ ػٌَاى خَاة )

لزا ثْغشیي  ،دیگش کِ ٌَّص ثِ تِ ًشسیذُ ثبضذ، ثبلی ًوبًذُ استای ِ ضَد. چَى صیش هدوَػ هیخذیذ اًغخبة 

سسذ. خلاصِ هحبسجبت ایوي تکوشاس دس    هی(، خَاة ثْیٌِ است ٍ الگَسیغن ثِ ذبیبى DBAC خَاة هَخِ )یؼٌی

 ُ است.آهذ ضکل صیش
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اسغفبدُ ضوذ. لبػوذُ دیگوش دس اًغخوبة ضوبخِ       ّب دس هثبل فَق، اص لبػذُ ثْغشیي حذ ثشای اًغخبة ضبخِ

 ضَد. هیدُ ُ ثشای ضبخِ کشدى اسغفبآهذ سٍش خذیذتشیي حذ است کِ اص خذیذتشیي حذ ثذست

 ی صفر ٍ یکریزبرًاههالگَریتن شاخه ٍ کراًه برای 

ی ػذد صحیح ثِ صَست هغییشّبی سیض ثشًبهِّوبى طَس کِ دس ثخص لجلی گفغِ ضذُ، ثسیبسی اص هسبئل 

توَاى   هیتَاًٌذ ثیص اص دٍ همذاس ثِ خَد ثگیشًذ. ٍلی  هیصفش ٍ یک ّسغٌذ. اهب دس ثشخی اص هسبئل، هغییشّب 

. دس ایوي صوَست   ثبضوذ  یوک ػوذد صوحیح    xسا ثِ هغییشّبی دٍدٍیی تجذیل کشد. فشض کٌیذ کِ  ّب ایي هذل

تَاى گفت  هی
0

2
N

i

i

i

x y


  ِ12ک 2N Nx   ،دس ایي حبلت .iy     هغییشّبی کوکی اص ًوَع صوفش ٍ یوک

 ّسغٌذ.
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ثوِ    هیػوَای ِ ی ػذد صحیح دٍدٍیی، هسئلسیض ثشًبهِثشای اسایِ  دسغَس حل ضبخِ ٍ کشاًِ ثشای هسئلِ 

 صَست صیش سا دس ًظش ثگیشیذ.

1

1

1,...,

0 1, 1,..., .

n

j j

j

n

ij j i

j

j

Min Z c x

a x b i m

x or j n







 

 



  

1کِ دس هذل فَق  20 ... nc c c    ً کٌوذ. صیوشا اگوش     ووی است. ایي فشض دس ٍالغ هحذٍدیغی ایدبد

0jc   ،تَاى  هیثبضذ
jx  1سا ثب jx     خبیگضیي کشد کِ دس ایي صَست ضوشیت هغییوش

jx      دس توبثغ ّوذ

 گشدد. هیهثجت خَاّذ ضذ. ثب تَخِ ثِ هَاسد فَق، الگَسیغن ضبخِ ٍ کشاًِ ثِ صَست صیش اسایِ 

یب یک ثوِ ثشخوی اص هغییشّوب یوک صیوش هدوَػوِ تؼشیون         1دس ایي گبم ثب تخصیص  شاخه کردى:گام 

1سا خَاة خضیی آى  ضَد کِ هی 2( , ,..., )Nx x x ًبهٌذ. تکویل خَاة خضیی، خَاثی است کِ  هیN هغییش اٍل 

1هغییشّبی خضیی است. اگش  ثشاثشآى  2( , ,..., )Nx x x       ِآخشیي خَاة ثبضذ، ایوي خوَاة ثوِ دٍ صیوش هدوَػو

1آى  اصضَد کِ دس یکی  هیتمسین  1Nx    1ٍ دس دیگشی 0Nx   .است 
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1هشثَط ثِ خَاة خضیی  Lzحذ ذبییي  گام کراًه: 2( , ,..., )Nx x x  کِ هَخِ ثبضذ ثِ صَست صیش تؼشین

 ضَد: هی

1

N

L j j

j

z c x


  

0Nxٍ  چٌبًچِ خَاة خضیی، هَخِ ًجبضذ  ،تَاى حذ ذبییٌی سا ثِ ضشح صیش تؼشین کشد: هی 

1

1

1

N

L j j N

j

z c x c






 
 

1Nxخَاة خضیی هَخِ ًجبضذ ٍ  دس صَستیکِ      ِثبضذ، حوذ ذوبییي اص ساثطو
1

N

L j j

j

z c x


   ِهحبسوج

 ضَد. هی

ی سِ گبًِ صیش صوذق  ّب دس صَستیکِ خَاة خضیی فؼلی دس یکی اص آصهَى گام تَقف یا به ته رسیذى:

 ػجبستٌذ اص: ّب کشد، دیگش ًیبصی ثِ ضبخِ کشدى ًیست. ایي آصهَى

L :1آصهَى  Uz z  

ُ اسوت. دس صوَستیکِ   آهذ همذاس تبثغ ّذ  ثْغشیي خَاة هَخْی است کِ تب ایي هشحلِ ثذست Uzکِ 

Uzتبکٌَى خَاة هَخْی ثذست ًیبهذُ است،     ضَد. هیهٌظَس 

ضوَد کوِ ثوب تکویول      هوی هَخِ دس صیش هدوَػِ هَسد ًظش ثشسسی دس ایي آصهَى ًجَدى خَاة  :2آصهَى 

ّشگض ثشلشاس ًطَد؟ طجوك ایوي آصهوَى، دس     ّب آیب هوکي است کِ حذالل یکی اص هحذٍدیت خَاة خضیی فؼلی

i,...,1صَستیکِ ثِ اصای یکی اص همبدیش  m   ساثطِ صیش صذق ًوبیذ، آًگبُ ضبخِ کشدى خَاة خضیوی فؼلوی ،

 ضَد. هیهغَلن 

 
1 1

max ,0
N n

ij j ij i

j j N

a x a b
  

    

 : 3آصهَى 
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ضَد کِ آیب خَاة خضیی فؼلی  هیدس ایي آصهَى سسیذى ثِ ثْغشیي خَاة هَخِ دس صیش هدوَػِ ثشسسی 

0Nxهَخِ است یب ًِ. چٌبًچِ خَاة خضیی فؼلی ثِ     خغن ضَد، ثِ خبی ثشسسی هَخِ ثَد خَاة خضیوی

1آى  فؼلی، هَخِ ثَدى خَاة خضیی کِ دس 1Nx    ضَد. ثیبى سیبضی ایي آصهَى ثِ صوَست صیوش    هیثشسسی

 است.

, 1

1

(1 )
N

ij j i N N i

j

a x a x b



   

Lچٌبًچِ ایي ضشط ثشلشاس ضَد ٍ ّوچٌیي داضغِ ثبضین  Uz z  لزا ،U Lz z ضَد ٍ ایوي خوَاة    هی

 گیشین. هیثِ ػٌَاى ثْغشیي خَاة هَخَد دس ًظش 

 کٌین. هیسٍضي ضذى هَضَع هثبل صیش سا حل ثشای 

 

 

 هسئلِ ثشًبهِ سیضی ػذد صحیح صیش سا حل ًوبییذ. توریي:

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

3 5 6 9 10 10

. .

6 3 4 2 2

5 3 3 2 2

5 4 2 2 3

0 1; 1,...,6j

Min Z x x x x x x

s t

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x or j

     

      

       

      

 

  

 حل:

Uz :صفش تکشاس        چَى ضشیت هغییشّب دس تبثغ ّذ  ًبهٌفی ّسغٌذ، لزا همذاس ثْیٌوِ توبثغ ّوذ ٍ

0Lzلطؼب اص صفش ثضسگغش است ٍ لزا   اهکوبى ذوزیش    3ٍ  1ی ّب دس هحذٍدیت (0,0,0,0,0,0). چَى خَاة
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1ًیست، لزا ضشایط تَلن ثشلشاس ًیست ٍ ثبیذ ایي گشُ، ضبخِ کشد ٍ ایي گوشُ ثوِ دٍ ضوبخِ     1x   ٍ1 0x  

 ضَد. هیتمسین 

 ضَد: هی( ثشسسی 1خَاة خضیی ) :1 تکشاس

3: 1آصهَى  Lz  Uz   

 : 2آصهَى 

1: 1 6 4 1constr      2

2 : 5 1 3 1constr      2

3:5 4 2constr



   3

  

 سسذ. ویایي گشُ دس ایي آصهَى ثِ تِ ً

 ثشلشاس یب ًِ؟ ّب ضَد کِ هحذٍدیت هیثشسسی  (1,0,0,0,0,0): خَاة 3آصهَى 

1: 1 2 . .

2 : 5 2 . .

3:5 3 . .

constr N G

constr N G

constr O K

 

  



 

 ضَد. ویثسغِ ً 3ایي گشُ دس آصهَى 

 ثشسسی ضَد: (1,0)گشُ ثب خَاة خضیی  :2 تکشاس

9: 1آصهَى  Lz  Uz  

 : 2آصهَى 

1: 1 4 1constr     2

2 : 5 1 3 1constr      2

3:5 4 2constr



   3

 

 ثشسسی ضَد. ّب سا اص ًظش ثشلشاسی دس هحذٍدیت (1,0,1,0,0,0): خَاة 3آصهَى 
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1: 1 3constr    2.

2 : 5 1constr    2

3:5 4 3.constr



 

 

 ضَد. ویثسغِ ً 3ایي گشُ دس آصهَى 

 ثشسسی ضَد. (1,0,0)خَاة خضیی : 3تکشاس

12: 1آصهَى  Lz  Uz  

 : 2آصهَى 

1: 1 4 1constr     2

2 : 5 3 1constr     2

3:5 2constr



  3

 

کٌغشل ضَد کِ دس  (1,0,0,1,0,0)است، ثبیذ خَاة  (1,0,0): ثب تَخِ ثِ ایي کِ خَاة خضیی 3آصهَى 

 ثشلشاس است یب ًِ؟ ّب هحذٍدیت

1: 1 4 2.

2 : 5 3 2

3:5 2 3.

constr

constr

constr

  

   

 

 

12Uzذزیش است ٍ لزا  اهکبى (1,0,0,1,0,0)خَاة   . 

 دس ًظش ثگیشیذ (1,0,1)خَاة خضیی :4تکشاس 

9: 1آصهَى  Lz  12Uz  

 : 2آصهَى 

1: 1 3 4 1 2

2 : 5 1 3 1

constr

constr

    

     2

3:5 4 2constr



   3
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 سسذ. هیثِ تِ  2ثشلشاس ًیست لزا ایي گشُ ثب تَخِ ثِ آصهَى  1چَى هحذٍدیت 

 سا دس ًظش ثگیشیذ. (1,1)خَاة خضیی  :5تکشاس 

8: 1آصهَى  Lz  12Uz  

 : 2آصهَى

1: 1 6 4 1constr      2

2 : 5 3 1 3 1 2

3:5 1 4 2

constr

constr

      

    3

 

 سسذ. هیایي گشُ ثِ تِ 

 سا دس ًظش ثگیشیذ. (0)خَاة خضیی : 6تکشاس

5: 1آصهَى Lz  12Uz  

 : 2آصهَى 

1: 0 6 4 1constr     2

2 : 0 1 3 1constr     2

3: 0 4 2constr



   3

 

 سسذ. ویثب ایي آصهَى ثِ تِ ً

1: چَى 3آصهَى 0x   ِاهکبى ذزیش است یب ًِ؟ (0,1,0,0,0,0)است، ثبیذ کٌغشل ضَد ک 

1: 6 2.

2 : 3

constr

constr



  2

3: 1constr



  3.

 

 سسذ. ویدس ایي آصهَى، گشُ ثِ تِ ً



 www.behinehyab.com                نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

16 

 

 سا دس ًظش ثگیشیذ. (0,1)خَاة خضیی : 7تکشاس

5: 1آصهَى  Lz  12Uz  

 :2آصهَى 

1: 6 4 1constr    2

2 : 3 1 3 1constr      2

3: 1 4 2constr



    3

 

 ثشسسی ضَد. (0,1,0,0,0,0): خَاة 3آصهَى 

1: 6 2.

2 : 3

constr

constr



  2

3: 1constr



  3.

 

 سا دس ًظش ثگیشیذ. (0,1,1)خَاة خضیی  :8تکشاس

11: 1آصهَى  Lz  12Uz  

 : 2آصهَى 

1: 6 3 4 1constr     2

2 : 3 1 3 1constr      2

3: 1 4 2constr



    3

 

 کٌغشل ضَد. (0,1,1,0,0,0): خَاة 3آصهَى 

1: 6 3 2.

2 : 3 1 2

3: 1 4 3.

constr

constr

constr

 

   

  

 

11Uzسسذ ٍ  هیثِ تِ  3ایي گشُ ثب آصهَى   .ثْغشیي خَاة هَخِ فؼلی است 

 سا دس ًظش ثگیشیذ. (0,1,0)خَاة خضیی : 9تکشاس
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14: 1آصهَى  11L Uz z    ضَد. هیٍ لزا ایي گشُ ثسغِ  استثشلشاس 

 سا دس ًظش ثگیشیذ. (0,0)خَاة خضیی : 11تکشاس

6: 1آصهَى  Lz  11Uz  

 : 2آصهَى 

1: 4 1constr   2

2 :1 3 1constr    2

3: 4 2constr



   3

 

 ساثشسسی کٌیذ. (0,0,1,0,0,0): خَاة 3آصهَى 

1: 3constr   2.

2 : 1 2

3: 4 3.

constr

constr

  

 

 

 سسذ. ویایي گشُ ثِ تِ ً

 سا دس ًظش ثگیشیذ. (0,0,1)خَاة خضیی  :11تکشاس 

6: 1آصهَى  Lz  11Uz  

 : 2آصهَى 

1: 3 4 1constr     2

2 :1 3 1constr    2

3: 4 2constr



   3

 

 کٌغشل ضَد. (0,0,1,0,0,0): خَاة 3آصهَى 
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1: 3constr   2.

2 : 1 2

3: 4 3.

constr

constr

  

 

 

 سا دس ًظش ثگیشیذ. (0,0,1,1)خَاة خضیی  :12تکشاس 

15: 1آصهَى  11L Uz z   ِضَد. هی، ٍ لزا ایي گشُ ثسغ 

 سا دس ًظش ثگیشیذ. (0,0,1,0)خَاة  :13تکشاس 

16: 1آصهَى  11L Uz z    ِضَد. هیسا دس ًظش ثگیشیذ ٍ لزا ایي گشُ ثسغ 

 سا دس ًظش ثگیشیذ. (0,0,0)خَاة  :14تکشاس 

9: 1آصهَى  Lz  11Uz  

 : 2آصهَى 

1: 1 2

2 : 1

constr

constr

 

  2

3: 2 3constr



 

 

 سسذ. هیثِ تِ  2ایي گشُ ثب آصهَى 

11zثسغِ ضذُ است ٍ خَاة ثْیٌِ  ّب کلیِ گشُ   ٍ(0,1,1,0,0,0)  خلاصوِ هحبسوجبت دس    ضوَد.  هوی

 ُ است.آهذ ضکل صیش
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 ی هختلطریزبرًاههالگَریتن شاخه ٍ کراًه برای 

 ی ػذد صحیح صیش سا دس ًظش ثگیشیذ:سیض ثشًبهِهذل 
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1

1

1,...,

0 1,...,

int 1,...,

n

j j

j

n

ij j i

j

j

j

Max Z c x

a x b i m

x j n

x j I







 

 

 



  

Iدس هذل فَق، اگش  n  سیض ثشًبهِثبضذ هذل  ( ی ػذد صوحیح خوبلصPure integer programming )

 ضَد. هیثشای حل هذل فَق الگَسیغن صیش اسایِ   خَاّین داضت.

ضوَد. اگوش خوَاة     هوی ی خطی آصاد ضذُ اًدوبم  سیض ثشًبهِثب حز  هحذٍدیت ػذد صحیح ٍ حل هسئلِ 

 هغییشّبی ػذد صحیح، همذاس صحیح ثِ خَد ثگیشد، دس ایي صَست خَاة ثْیٌوِ ثذسوت   هیتوب حبصل ثِ اصإ

ُ است. دس غیش ایي صَست، دس ّش تکشاس هغییشی هبًٌذ آهذ
jx  ػوذد صوحیح   آى  گضیٌوذ کوِ هموذاس    هیسا ثش

 ػذد صحیح ثبضذ،  kًجبضذ ثِ طَسی کِ اگش 

1jk x k     

 کٌذ. هیسپس صیش هدوَػِ هَخَد سا دٍ صیش هدوَػِ خذیذ تمسین 

آى  یی کِ دسّب خَاة -1
jx k  

1jxآى  دس ِیی کّب خَاة -2 k  

ی ّوب  ی خطی آصاد ضذُ )ثب اضبفِ کوشدى هحوذٍدیت  سیض ثشًبهِثب حز  ضشط صحیح ثَدى ٍ حل هسئلِ 

jx k  1یبjx k  یک حذ )( ثبلاUz ) آیذ. خَاة هسوئلِ آصاد ضوذُ    هیثشای صیش هدوَػِ ثذست

 ی ثِ تِ سسیذگی ثِ صَست سِ آصهَى صیش است:ّب آیذ. آصهَى هیتَسط سٍش سیوپلکس ثبًَیِ ثذست 

 

L :1آصهَى  Uz z  

 یبثین کِ خَاة هَخْی ٍخَد ًذاسد. هیثب سٍش سیوپلکس ثبًَیِ دس  :2آصهَى 
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دس خَاة ثْیٌِ، توبم هغییشّبی  :3آصهَى 
jx (1,...,j I) .ػذد صحیح ثبضٌذ 

Uثِ تِ سسیذ ٍ  3ثب آصهَى ای ِ اگش صیش هدوَػ Lz z    ُثبضوذ، آًگوبL Uz z     لوشاس دادُ ضوذُ ٍ ایوي

ِ    هیکِ توبآى  ضَد. ذس اص هیخَاة سا ثِ ػٌَاى ثْغشیي خَاة هَخَد رخیشُ  ی ثوبلی  ّوب  صیوش هدوَػو

 ّوبى خَاة ثْیٌِ است. ذبییيحذ هبًذُ ثِ تِ سسیذًذ، آًگبُ 

 خِ ٍ کشاًِ حل ًوبییذ.سا اص سٍش ضب صیشی ػذد صحیح سیض ثشًبهِهذل  هثال:

1 2

1 2

1 2

1 2

5 8

6

5 9 45

, 0,int

Max Z x x

x x

x x

x x

 

 

 



  

 فشم اسغبًذاسد هذل فَق ثِ صَست صیش است: حل:

1 2

1 2 3

1 2 4

1 2

5 8

6

5 9 45

, 0,int

Max Z x x

x x x

x x x

x x

 

  

  



 

 

داسای همذاس غیشصحیح دس خَاة ثْیٌِ است. لزا یکی اص هغییشّب سا ثبیوذ ثوشای ضوبخِ     1x  ٍ2xهغییش 

 ضَد. هیاًغخبة  2xکشدى اًغخبة کشد کِ دس ایي هشحلِ 
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12 2 24 4 4x x x s          

 

1 1 1 22 2 2x x x s          

 

ٍ سوت ساست هٌفی است، لوزا ایوي    استهثجت  4سُ ثب تَخِ ثِ ایي کِ ضشایت هغییشّب دس هؼبدلِ ضوب

 خَاة اهکبى ًبذزیش است.
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1 1 21 1x x s      

 

2 2 34 4x x s      
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2 2 2 35 5 5x x x s          
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2 2 13 3x x s     
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 تَاى دس دسخت صیش ًطبى داد. هیکلیِ هشاحل حل سا 

 

 

 ػذد صحیح صیش سا دس ًظش ثگیشیذ.ی سیض ثشًبهِ :توریي

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

5

2 4

1

4 12

, 0,int .

Max Z x x

x x

x x

x x

x x

 

  

 

 



  

 حل کٌیذ.  ویالن( ایي هسئلِ سا ثِ سٍش تشسی

حل کٌیذ. خَاة حبصل سا ثِ ًضدیک تشیي خَاة ػذد  ویسا تشسیآى  ی خطی آصاد ضذُسیض ثشًبهِة(

ی گشد ضذُ سا هحبسجِ کٌیوذ)ّش هموذاس   ّب صحیح گشد کٌیذ. آیب هَخِ است یب ًِ؟ آًگبُ توبم خَاة
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سا ثشسسی کٌیذ. آیب ّیچ کذام  ّب آى غیش صحیح سا ثِ ػذد ثبلاتش ٍ ذبییي تش گشد کٌیذ( ٍ هَخِ ثَدى

 هَخِ ّسغٌذ؟ ّب اص ایي خَاة

 الن( حل:

 

1خَاة ثْیٌِ  2( , ) (2,3)x x   ٍ13z  .است 

1ة( خووَاة ثْیٌووِ هسووئلِ آصاد ضووذُ خطووی ثشاثووش ثووب  2( , ) (2.6,1.6)x x   14.6ثووبz   .اسووت

1ًضدیکغشیي خَاة ػذد صحیح  2( , ) (3,2)x x  ی گوشد ضوذُ   ّب است کِ اهکبى ذزیش ًیست. خَاة

 ثِ صَست صیش است:
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 ی گشد ضذُ، ثْیٌِ ًیسغٌذ.ّب اص خذٍل فَق ذیذا است کِ ّیچ کذام اص خَاة

 ی ػذد صحیح صیش سا دس ًظش ثگیشیذ.سیض ثشًبهِهذل  توریي:

1 2

1 2

1 2

1 2

5 25

. .

3 30 27

3 4

, 0,int .

Max Z x x

s t

x x

x x

x x

  

  

 



  

 حل ًوبییذ. ویالن( ایي هسئلِ سا ثِ سٍش تشسی

حل کٌیذ. خَاة حبصل سا ثِ ًضدیکغشیي خوَاة   ویی خطی آصاد ضذُ سا ثِ سٍش تشسیسیض ثشًبهِة( 

ی گوشد ضوذُ سا هحبسوجِ کٌیوذ ٍ     ّوب  آیب هَخِ است یب ًِ؟ آًگبُ توبم خَاةػذد صحیح گشد کٌیذ. 

ی هَخوِ سا ثذسوت آٍسیوذ. آیوب     ّوب  ّذ  هشثَط ثِ خوَاة  سا ثشسسی ٍ همذاس تبثغ ّب آى هَخِ ثَدى

 ثْیٌِ است؟ ّب ّیچکذام اص ایي خَاة

 حل:
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1خَاة ثْیٌِ هذل فَق ثشاثش ثب  2( , ) (1,1)x x   .است 

1ة( خَاة ثْیٌِ هسئلِ آصاد ضذُ ثشاثوش ثوب    2( , ) (0,0.9)x x        اسوت کوِ ًضدیکغوشیي خوَاة صوحیح

1 2( , ) (0,1)x x      1است کِ خَاثی اهکبى ًبذزیش است. ًمطِ گوشدُ ضوذُ دیگوش 2( , ) (0,0)x x     ِاسوت کو

 اهکبى ذزیش ٍلی ثْیٌِ ًیست.

 ی ػذد صحیح صیش سا حل کٌیذ.سیض ثشًبهِیغن ضبخِ ٍ کشاًِ دٍدٍیی، هسئلِ ثب اسغفبدُ اص الگَس توریي:

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 5 3 4

. .

3 2 7 5 4 6

2 4 2 0

, , , , {0,1}.

Max Z x x x x x

s t

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    

    

    


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ثبیسغی هذل فَق ثوِ فوشم اسوغبًذاسد صیوش دس      هیثشای حل هذل فَق اص طشیك الگَسیغن اضبسُ ضذُ  حل:

 ثیبیذ.

1 2

1

1

(0 ... )

. .

1,...,

{0,1}, 1,..., .

n

j j n

j

n

ij j i

j

j

Min Z c x c c c

s t

a x b i m

x j n





    

 

 




  

 . ثِ  ٍ تیییش خْت ػلاهت  minثِ  maxتجذیل  -

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 5 3 4

. .

3 2 7 5 4 6

2 4 2 0

, , , , {0,1}.

Min Z x x x x x

s t

x x x x x

x x x x x

x x x x x

     

      

     



 

1هثجووت کووشدى ضووشایت هغییشّووبی تووبثغ ّووذ  ثووب تیییووش هغییووش    - 11x x   ،3 31x x   ٍ

5 51x x . 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 5 3 4 11

. .

3 2 7 5 4 8

2 4 2 5

, , , , {0,1}.

Min Z x x x x x

s t

x x x x x

x x x x x

x x x x x

     

    

    



 

1تیییش تشتیت هغییشّب ثِ ًحَییکِ  - 20 ... nc c c    1. ثشای ایي هٌظَس 2x x ،3 5x x  ٍ

4 3x x آیذ. هی. دس ایي صَست، هذل ثْیٌِ سبصی ثِ فشم اسغبًذاسد ثِ صَست صیش دس 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5 11

. .

2 3 5 4 7 8

4 2 2 5

, , , , {0,1}.

Min Z x x x x x

s t

x x x x x

x x x x x

x x x x x

     

    

    


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 آغبص فشآیٌذ حل:

 :1تکشاس
Uz      11ٍ چَى ضشیت هغییشّب دس تبثغ ّذ  ًبهٌفی است، لزا همذاس تبثغ ّوذ  لطؼوب اص- 

11Lzتوَاى گفوت کوِ     هوی ثیطغش است ٍ لوزا       چوَى خوَاة .
1 2 3 4 5( , , , , ) (0,0,0,0,0)x x x x x    دس

کٌذ، لزا ضشایط تَلن ثشلشاس ًیست ٍ ثبیذ گشُ  ویصذق ً 2ٍ  1 ّب هحذٍدیت
1x  ِ1ث 1x   ٍ

1 0x   ِضبخ

 ضَد.

 ثشسسی ضَد. (0)خَاة خضیی  :1تکشاس

9: 1آصهَى  1 Lz    Uz  

 :2آصهَى 

1:3 5 4 7constr    8

2 :1 4 2 2constr     5
  

 سسذ. ویدس ایي آصهَى ثِ تِ ً

1: چَى 3آصهَى  0x   اهکبى ذزیش است یب ًِ؟ (0,1,0,0,0)است ثبیذ کٌغشل ضَئ کِ خَاة 

1:3constr 8

2 :1constr  5
 

 سسذ. ویثب ایي آصهَى ثِ تِ ً

 لیل کوغشیي حذ ذبییي اًغخبة ضذُ است.ضَد. ایي خَاة ثِ د هیثشسسی  (0,0)خَاة خضیی  :2تکشاس

8: 1آصهَى  Lz   Uz  

 :2آصهَى 

1:5 4 7constr   8

2 : 4 2 2constr    5
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 کٌغشل ضَد. (0,0,1,0,0): خَاة 3آصهَى 

1:5constr 8

2 : 4constr  5
  

 سسذ. ویایي آصهَى ثِ تِ ًثب 

 سا دس ًظش ثگیشیذ. (1)خَاة خضیی  :3تکشاس

9: 1آصهَى  Lz   Uz  

 :2آصهَى 

1: 2 3 5 4 7constr     8

2 :1 1 4 2 2constr      5
 

 ثشسسی ضَد: (1,0,0,0,0): خَاة 3آصهَى 

1: 2constr 8

2 :1constr  5
 

 اًغخبة ضَد. (0,0,0)خَاة خضیی  :4تکشاس

7: 1آصهَى  Lz   Uz  

 : 2آصهَى 

1: 4 7constr  8

2 : 2 2 5constr  
 

 سسذ. هیایي گشُ ثِ تِ 

 اًغخبة ضَد.  (1,0)خَاة  :5 تکشاس
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7: 1آصهَى Lz   Uz  

 : 2آصهَى

1: 2 5 4 7constr    8

2 :1 4 2 2constr     5
 

 ثشسسی ضَد. (1,0,1,0,0): خَاة 3آصهَى 

1: 2 5constr  8

2 :1 4 5constr  
 

سسذ. ویایي گشُ ثِ تِ ً  

 سا دس ًظش ثگیشیذ. (1,0,0)خَاة خضیی  :6تکشاس

6 :1آصهَى  Lz   Uz  

 : 2آصهَى 

1: 2 4 7constr   8

2 :1 2 2constr    5
 

 ثشسسی ضَد. (1,0,0,1,0): خَاة 3آصهَى 

1: 2 4constr  8

2 :1 2constr   5
 

 ثشسسی ضَد. (0,1)خَاة خضیی  :7تکشاس 

6: 1آصهَى  Lz   Uz   

 : 2آصهَى 



 www.behinehyab.com                نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

34 

 

1: 2 5 4 7constr    8

2 :1 4 2 2constr     5
 

 ثشسسی ضَد. (0,1,0,0,0): خَاة 3آصهَى 

1:3constr 8

2 :1constr  5
 

 ثشسسی ضَد. (0,1,1)خَاة  :8تکشاس 

6: 1آصهَى  Lz   Uz  

 : 2آصهَى 

1:3 5 4 7constr    8

2 :1 4 2 2constr     5
 

 ثشسسی ضَد. (0,1,1,0,0): خَاة 3آصهَى 

1:3 5constr  8

2 :1 4constr   5
 

,6هَسد ثشسسی لشاس گشفت. خَاة ثْیٌِ  ّب گشُ هیسسذ. توب هیایي گشُ ثِ تِ  (0,1,1,0,0)Uz x    .

 ُ است.آهذ خلاصِ ًغبیح الگَسیغن دس ضکل صیش
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 ی ػذد صحیح صیش سا دس ًظش ثگیشیذ:سیض ثشًبهِهذل  توریي:

1 2

1 2

1

2

1 2

3 5

. .

5 7 3

3

3

, 0,int .

Max Z x x

s t

x x

x

x

x x

  

 







  

 حل کٌیذ. ویهذل فَق سا ثِ صَست تشسیالن( 

سیضی هخغلن حل ًوبییذ. ثشای حل صیش هسوبئل   ی ثشًبهِّب ة( هذل فَق سا ثِ سٍش ضبخِ ٍ کشاًِ هذل

 اسغفبدُ کٌیذ.  ویاص سٍش تشسی
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ی دٍدٍیوی تجوذیل کٌیوذ ٍ سوپس اص سٍش ضوبخِ ٍ کشاًوِ       سیض ثشًبهِح( هذل فَق سا ثِ فشم یک هذل 

 دٍدٍیی حل کٌیذ.

 حل:

 هذل فَق ثِ صَست صیش است: ویحل تشسی الن(

 

,(3,1.7143)ی خطوی آصاد ضوذُ ثشاثوش ثوب     سیوض  ثشًبهِخَاة هسئلِ  0.429x z      ِخوَاة هسوئل ٍ

,(2,1)ی ػذد صحیح سیض ثشًبهِ 1x z   .است 

x(3,1.7143)ی خطی آصاد ضذُ سیض ثشًبهِة( چَى خَاة هسئلِ     2است، لزا ثش سٍی هغییوشx  ٍد ،

2ضبخِ  2x   ٍ2 1x  ضَد. هی 

2ضبخِ  - 2x  
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2ایي صیش هسئلِ اهکبى ًبذزیش است. لزا گشُ  2x   ِضَد. هیثسغ 

2ضبخِ  1x   
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2خَاة ثْیٌِ صیش هسئلِ  1x   1، ثشاثش ثب 2( , ) (2,1)x x   ٍ1z         ِاسوت ٍ لوزا ایوي خوَاة هسوئل

 ی ػذد صحیح اصلی است.سیض ثشًبهِ

ِ ح( ثشای تجذیل هذل اٍلیِ ثوِ یوک    1ی دٍدٍیوی،  سیوض  ثشًبهو 1 22x y y   ٍ2 1 22x s s    دس ًظوش

 آیذ. هیی ػذد صحیح اصلی ثِ صَست صیش ثِ فشم دٍدٍیی دس سیض ثشًبهِثگیشیذ. لزا هذل 

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

3( 2 ) 5( 2 )

. .

2 3

2 3

5( 2 ) 7( 2 ) 3

, , , {0,1}

Max y y s s

s t

y y

s s

y y s s

y y s s

   

 

 

   


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1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

3 6 5 10

. .

5 10 7 14 3

2 3

2 3

, , , {0,1}

Max y y s s

s t

y y s s

y y

s s

y y s s

   

   

 

 



 

 ضَد. هیتجذیل  Minثِ  Maxفشم 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

3 6 5 10

. .

5 10 7 14 3

2 3

2 3

, , , {0,1}

Min y y s s

s t

y y s s

y y

s s

y y s s

  

   

 

 



 

2، تیییش هغییش 1s  ٍ2sثشای تیییش ػلاهت  21s s   ٍ1 11s s    ثوب اًدوبم ایوي     ضوَد.  هوی اًدوبم

 تَاى اص سٍش ضبخِ ٍ کشاًِ دٍدٍیی حل کشد. هیکِ  سسین هیتیییشات ثِ هذل صیش 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

1 2

1 1 2 2

3 5 6 10 15

. .

5 7 10 14 24

2 3

2 0

, , , {0,1}

Min y s y s

s t

y s y s

y y

s s

y s y s

   

   

   

 



  

  کٌین. هیثشای حل هذل فَق ثِ صَست صیش ػول 

Uz: 1تکشاس     ثیطوغش اسوت ٍ    -15ٍ چَى ضشیت هغییشّب ًبهٌفی ّسغٌذ، همذاس تبثغ ّذ  لطؼوب اص

15Lzلزا     ًبذزیش است لزا ضشط تَلن ثشلشاس ًیست. دٍ ضوبخِ   یک خَاة اهکبى (0,0,0,0)است. چَى

1 1y   ٍ1 0y  .سا دس ًظش ثگیشیذ 

 سا دس ًظش ثگیشیذ. (0)خَاة خضیی  :1تکشاس
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10: 1آصهَى Lz   Uz  

  :2آصهَى

1: 7 10 14constr    24

2 : 0constr  3

3:1 2constr



  0

 

 ثشسسی ضَد. (0,1,0,0): خَاة 3آصهَى 

1: 7constr  24

2 : 0 3

3:1 0

constr

constr

 



 

 ضَد. هیثشسسی  (0,0)خَاة خضیی : 2تکشاس

9: 1آصهَى Lz   Uz  

  :2آصهَى

1:10 14constr   24

2 : 0constr  3

3: 2constr



 0

 

 ثشسسی ضَد. (0,0,1,0): خَاة 3آصهَى 

1:10constr  24

2 : 2 3

3: 0 0

constr

constr

  



 

 ضَد. هیثشسسی  (1)خَاة خضیی : 3تکشاس

7: 1آصهَى Lz   Uz  

  :2آصهَى



 www.behinehyab.com                نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

41 

 

1: 7 10 14constr    24

2 : 0constr  3

3:3constr



 0

 

 ثشسسی ضَد. (1,0,0,0): خَاة 3آصهَى 

1:5constr  24

2 : 1 3

3: 0 0

constr

constr

  



 

 ضَد. هیثشسسی  (1,0)خَاة خضیی : 4تکشاس

6: 1آصهَى Lz   Uz  

  :2آصهَى

1:5 10 14constr    24

2 : 1constr   3

3: 2constr



 0

 

 ثشسسی ضَد. (1,0,1,0): خَاة 3آصهَى 

1:15constr  24

2 : 3 3

3: 0 0

constr

constr

  



 

 ضَد. هیثشسسی  (0,0,0)خَاة خضیی : 5تکشاس

5: 1آصهَى Lz   Uz  

  :2آصهَى

1:14 24

2 : 0

constr

constr



 3

3: 2constr



 0
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 سسذ. هیایي گشُ ثِ تِ 

 ضَد. هیثشسسی  (0,1)خَاة خضیی : 6تکشاس

4: 1آصهَى Lz   Uz  

  :2آصهَى

1: 7 10 14constr    24

2 : 0constr  3

3:1 2constr



  0

 

 ثشسسی ضَد. (0,1,0,0): خَاة 3آصهَى 

1: 7constr  24

2 : 0 3

3: 0 0

constr

constr

 



 

 ضَد. هیثشسسی  (1,0,0)خَاة خضیی : 7تکشاس

2: 1آصهَى Lz   Uz  

  :2آصهَى

1:5 14 24

2 : 1

constr

constr

 

  3

3: 2constr



 0

 

 سسذ. هیایي گشُ ثِ تِ 

 ضَد. هیثشسسی  (1,1)خَاة خضیی : 8تکشاس

1: 1آصهَى Lz   Uz  
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  :2آصهَى

1:5 7 10 14constr     24

2 : 1constr   3

3:1 2constr



  0

 

 ثشسسی ضَد. (1,1,0): خَاة 3آصهَى 

1:5 7constr   24

2 : 1 3

3:1 0

constr

constr

  



 

 ضَد. هیثشسسی  (0,1,0)خَاة خضیی : 9تکشاس

0: 1آصهَى Lz  Uz  

  :2آصهَى

1: 7 14 24

2 : 0

constr

constr

 

 3

3:1 2constr



  0

 

 سسذ. هیایي گشُ ثِ تِ 

 ضَد. هیثشسسی  (0,0,1)خَاة خضیی : 11تکشاس

1: 1آصهَى Lz  Uz  

  :2آصهَى

1:10 14constr   24

2 : 2constr   3

3: 2constr



 0
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 ثشسسی ضَد. (0,0,1,0): خَاة 3آصهَى 

1:10constr  24

2 : 2 3

3: 0 0

constr

constr

  



 

x(0,0,1,1)ثؼذ اص ایي گشُ ثِ خَاة کبهل    ٍ1z  سسین کِ ثْغشیي خَاة هسئلِ است. خلاصِ  هی

 ُ است.آهذ هحبسجبت دس ضکل صیش
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ِ  ثب اسغفبدُ اص سٍش ضبخِ ٍ توریي:   ّوب  کشاًِ، کبسّب سا ثِ افشاد ثِ ًحَیی تخصیص دّیذ کِ کول ّضیٌو

 کویٌِ ضَد:

 

 حل: 

!5ایي هسئلِ داسای  تکشاس صفش: 120 خوَاة سا   121است. حذ ذبییي ایوي   ّب تشکیت هخغلن اص خَاة

Lz ی تخصویص ) یؼٌوی اػوذاد حوذالل     ّوب  ی ّضیٌِّب حذاللًبهین. ثشای تؼییي حذ ذبییي، خوغ کشدى  هی

39ضَد. دس ایي هثبل ثشاثش ثب  هیی خذٍل ّضیٌِ( دس ًظش گشفغِ ّب سغَى 34 24 23 18 138       .اسوت

)ایي خَاة هشثَط ثِ  , , , , )A E B D E  ثبضذ کِ یک خَاة اهکبى ًبذزیش است. هی 

کٌین. حذ ذوبییي   هیحبلت تمسین  5سا ثِ  ّب کٌین. کل خَاة هیغبص ثِ افشاد آ 1تب تخصیص کبس  :1تکشاس

 ضَد. هیثِ افشاد هخغلن ثِ صَست صیش هحبسجِ  1تخصیص کبس 

(1 ) 39 34 24 23 18 138

(1 ) 64 34 30 23 18 169

(1 ) 49 34 30 23 18 154

(1 ) 48 34 24 31 18 155

(1 ) 59 45 24 23 22 173

A E B D E

L

B E E D E

L

C E E D E

L

D E B C E

L

D D B D B

L

z A

z B

z C

z D

z E

      

      

      

      

      

  



 www.behinehyab.com                نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

47 

 

ضوَد.   هوی ثِ دلیل کوغشیي حذ ذبییي اًغخبة  Aصیش هدوَػِ ثبلی هبًذ، صیش هدوَػِ  5اص ثیي  :2تکشاس 

صیش هدوَػِ ثِ صَست صیش هحبسجِ  4ضَد. حذ ذبییي ایي  هیتمسین  AB ،AC ،AD ٍ ،AEایي صیش هدوَػِ ثِ 

 ضَد. هی

(1 ,2 ) 39 84 30 23 18 194

(1 ,2 ) 39 50 24 23 18 154

(1 ,2 ) 39 45 24 31 18 157

(1 ,2 ) 39 34 24 23 22 142

A B E D E

L

A C B D E

L

A D B C E

L

A E B C B

L

z A B

z A C

z A D

z A E

       

       

       

       

 

ثْغوشیي   ACBDEضَد کِ خَاة  هیتَلیذ   ACBDE ٍ ADBCE اص ایي چْبس صیش هدوَػِ، دٍ خَاة هَخِ

154Zضَد کِ  هیخَاة هَخِ فؼلی  . 

1صیش هدوَػِ  ,2A B   کِ ثِ اخغصبس ثبAB  ُاص آى  ضَد، ثِ دلیل ایي کِ حذ ذبییي هیًطبى داد

194ضَد) هیثْغشیي خَاة هَخِ فؼلی ثیطغش است، ثسغِ  154 ِصیش هدوَػ .)AE      کوِ ثوبلی هبًوذُ اسوت

 ضَد. هیثشای ضبخِ کشدى اًغخبة 

ضَد. حوذ ذوبییي ایوي سوِ صیوش       هیتمسین  AEB ،AEC  ٍAEDثِ سِ صیش هدوَػِ  AEهدوَػِ : 3تکشاس

 ضَد. هیهدوَػِ ثِ صَست صیش هحبسجِ 

(1 ,2 ,3 ) 39 34 24 23 45 165

(1 ,2 ,3 ) 39 34 61 23 22 179

(1 ,2 ,3 ) 39 34 55 31 22 181

A E B D C

L

A E C D B

L

A E D C B

L

z A E B

z A E C

z A E D

        

        

        

 

 سسٌذ. هیثیطغش ّسغٌذ ثِ تِ  154اص  ّب آى سِ خَاة فَق هَخِ است ٍلی چَى ّضیٌِ

154Zثش ثوب  هَسد ثشسسی لشاس گشفغٌذ. خَاة ثْیٌِ ثشا ّب گشُ هیتوب        ِتخصویص کبسّوب ثوِ افوشاد ثو ٍ

 ُ است. آهذ خلاصِ ًغبیح دس ضکل صیش ضَد. هی ACBDEصَست 
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 ی ػذد صحیح صیش سا دس ًظش ثگیشیذ.سیض ثشًبهِهسئلِ  توریي:

1 2

1 2

1 2

1 1

15 10

. .

15 5 30

10 10 30

, 0,int .

Min Z x x

s t

x x

x x

x x

 

 

 



  

 ًوبییذ.حل  ویالن( هسئلِ فَق سا ثِ سٍش تشسی

 هسئلِ فَق سا حل ًوبییذ.  ویة( ثب الگَسیغن ضبخِ ٍ کشاًِ ٍ ثب کوک سٍش تشسی

 حل:

 ضَد. هیثِ صَست صیش  ویالن( حل هذل فَق ثِ سٍش تشسی
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x(1.5,1.5)ی خطی آصاد ضذُ ثشاثش ثب سیض ثشًبهِخَاة ثْیٌِ هسئلِ     ٍ37.5z   ٌِاست. خَاة ثْی

x(2,1)ی ػذد صحیح ثشاثش ثب سیض ثشًبهِهسئلِ     ٍ40z  .است 

x(1.5,1.5)ة( ثب تَخِ ثِ ایي کِ   1ضَد، ثشای هغییش  هیx  ضَد. هیدٍ ضبخِ ایدبد 

1ضبخِ  1x : 
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1خَاة ثْیٌِ هسئلِ آصادضذُ ثب اضبفِ کوشدى هحوذٍدیت    1x     1ثشاثوش ثوب 2( , ) (1,3)x x   ٍ45z  

 ضَد کِ ثب تَخِ ثِ صحیح ثَدى هغییشّب، یک خَاة اهکبى ذزیش هسئلِ اٍلیِ است. هی

1ضبخِ  2x : 

1ی خطووی آصاد ضووذُ ثووب اضووبفِ کووشدى هحووذٍدیت سیووض ثشًبهووِخووَاة ثْیٌووِ هسووئلِ  2x   ثشاثووش ثووب

1 2( , ) (2,1)x x   ٍ40z  ای ِ کوِ ضوبخ  خبئیآى  ضَد کِ خَاة اهکبى ذزیش ثشای هسئلِ اٍلیِ است. اص هی

1ًوبًذُ است، لزا خَاة  ثبلی 2( , ) (2,1)x x   ٍ40z   ٌِضَد. هیخَاة ثْی 

 ی ػذد صحیح صیش سا دس ًظش ثگیشیذ.سیض ثشًبهِهذل  توریي:

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2

5

0

6 2 21

, 0,int .

Max x x

x x

x x

x x

x x



 

  

 


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 هذل فَق سا اص سٍش ضبخِ ٍ کشاًِ حل کٌیذ.

 حل:

 است: فشم اسغبًذاسد هذل فَق ثِ صَست صیش 

1 2

1 2 3

1 2 4

1 2 5

1 2 3 4 5

2

5

0

6 2 21

, , , , 0, int .

Max x x

x x x

x x x

x x x

x x x x x



  

   

  

  

گوشُ اص ایوي دسخوت دس    ضَد. خضییبت هحبسجبتی ّوش   هیدسخت ضبخِ ٍ کشاًِ ایي هسئلِ ثِ صَست صیش 

 ُ است.آهذ اداهِ
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x(3,1)خَاة ثْیٌِ ثشاثش    ٍ7z  .است 

 صحیح صیش سا دس ًظش ثگیشیذ. ی ػذدسیض ثشًبهِهذل  توریي:

1 2 3

1 2

1 2

1 2 3

1 2 3

4 5

. .

3 2 10

4 11

3 3 13

, , 0, int .

Max Z x x x

s t

x x

x x

x x x

x x x

  

 

 

  



  

 هسئلِ فَق سا ثِ سٍش ضبخِ ٍ کشاًِ حل کٌیذ.

 حل:

 فشم اسغبًذاسد هذل فَق ثِ صَست صیش است.
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