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 مقذمه

توام ایي سٍش ّا یکه ٍخکِ هطکتشن داسًکذ:      ّای هتفاٍتی تشای تَلیذ اعذاد تػادفی ٍخَد داسد. سٍش

وٌٌذ تِ عَسی وکِ اص لاکاػ ًیکشی     اص تشًاهِ ّای واهپیَتشی هَلذ دًثالِ اعذاد استفادُ هی ّا آىایٌىِ توام 

داسًذ ٍ اص لااػ آهاسی ًیض ّش عذد اص سایش اعذاد هَخَد  تًسیغ یکىًاختاعذاد هضتَس دس فاغلِ غفش تا یه 

 است. مستقلدس دًثالِ 

داصین، ضکَاتظ اسصیکاتی،   پکش  هکی تَلیذ اعذاد تػکادفی   هااسثاتیّای  دس ایي دسس تِ اسایِ تشخی اص سٍش

د تِ دست آهکذُ اص  صهایص ّای هشتَط تِ تػادفی تَدى اعذاآداسین ٍ سشاًدام  سا عشضِ هیهمایسِ ٍ اًتخاب 

 وٌین. فی هیهَلذّای سا هعش

 خًاظ اػذاد تصادفی

تایذ دٍ خاغیت آهاسی هْن داضتِ تاضکذ. ایکي دٍ خاغکیت     ٍ ... R1 ،R2ّش دًثالِ اص اعذاد تػادفی هاًٌذ 

ًوًَکِ هسکتملی اص تَصیکع     Riاست. ّش عکذد تػکادفی هاًٌکذ     لاستقلاٍ  یکىًاختعثاست اص تَصیع احتوال 

. تاتع چگالی ایي گًَِ هتغیش تػادفی ضَد هیهاسَب  یک يصفز احتوال یىٌَاخت ٍ پیَستِ تا پاساهتشّای 

 .ضَد هیتِ غَست صیش تعشیف 
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 ًطاى دادُ ضذُ است.  1ضىل ًوایص ایي تاتع چگالی دس 
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 تابغ چگالی اػذاد تصادفی :1ضکل 

 .ضَد هیتِ تشتیة تِ غَست صیش هااسثِ  Riتاتع تدوعی، اهیذ سیاضی، ٍ ٍاسیاًس 
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پیَستِ تشای اعکذاد تػکادفی،    یکىًاختٍ خاغیت تَصیع احتوال  استقلالدس تاسُ پیاهذّای خاغیت 

 تَاى دٍ هَسد صیش سا تیاى وشد: هی

Nهطکاّذُ   Nتمسین ضَد، اًتیاس هی سٍد وِ اص  مسايیسدُ تا صیش فاغلِ  nتِ   (0,1اگش فاغلِ ) -1

n
 

 دس ّش سدُ لشاس گیشد. ّا آى

 ست.ا اص هال لشاس گشفتي سایش هطاّذُ ّا مستقلاحتوال حػَل یه هطاّذُ دس یه سدُ،  -2
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 تًلیذ اػذاد ضبه تصادفی

استفادُ ضذُ است. دس ٍالع، هٌیکَس   غیزياقؼیتِ هعٌی  ضثِتیٌین وِ دس عٌَاى ایي تخص اص ولوِ  هی

تکش ایکي    صین. همػَد اص لیذ ولوِ ضثِ تاویکذ داپش هیایي ًیست وِ دس ایي تخص تِ تَلیذ تػادفی غیشٍالعی 

هغلة است وِ استفادُ اص یه سٍش لغعی ٍ هطخع تشای تَلیذ اعذاد تػادفی، اهىاى تالمَُ تػادفی تَدى 

ٍالعی سا اص تیي هی تشد. دس غَستی وِ سٍش هَسد استفادُ، لغعی ٍ هطخع تاضذ، هدوَعِ اعکذاد تػکادفی   

. اهکا تایکذ تَخکِ    ویستت تػادفی  اًٍالعخَاّذ تَد. پس، اعذاد تَلیذ ضذُ  تکزار پذیزتَلیذ ضذُ تَسظ آى 

داضت ّذف ّش سٍش ایي است وِ تِ ًاَی اعذاد تػادفی دس هاذٍد غفش ٍ یه تَلیذ وٌذ تا اعکذاد تَلیکذ   

 سا داضتِ تاضذ. تًسیغ یکىًاختٍ  استقلالضذُ دس تالاتشیي حذ هوىي دٍ خاغیت 

ّایی لاتل تػکَس اسکت. ایکي ًکَ      تِ ٌّگام تَلیذ اعذاد ضثِ تػادفی، هسلوا تشٍص هسائل یا استىاب خغا

. هثال ّایی دس ایي صهیٌِ دس ضَد هیهشتَط  یکىًاختٍ تَصیع احتوال  لاستقلاهسائل یا خغاّا تِ خَاظ 

 صیش اسایِ ضذُ است.

 اعذاد تػادفی هوىي است تَصیع احتوال یىٌَاخت ًذاضتِ تاضٌذ.-1

 اعذاد تػادفی هوىي است خذا اص ّن )ًِ پیَستِ( تاضذ-5

 هیاًگیي اعذاد تَلیذ ضذُ هوىي است تیص اص حذ تضسي یا تیص اص حذ هتعاسف وَچه تاضذ.-3

 تَلیذ ضذُ هوىي است تفاٍت لاتل تَخْی اص همذاس هتعاسف داضتِ تاضذ. تػادفیٍاسیاًس اعذاد -4

 اص: ي است دًثالِ اعذاد تَلیذ ضذُ تغییشاتی تٌاٍتی اص خَد ًطاى دّذ. تعضی اص هثال ّا عثاستٌذىهو-5

 ٍخَد ّوثستگی تیي اعذاد الف(

یا ًضٍلی اص  غعَدیٍخَد ساتغِ همذاسی تیي اعذاد هداٍس تِ ایي تشتیة وِ اعذاد هداٍس سًٍذی  ب(

 خَد ًطاى دّذ.
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 ٍخَد چٌذ عذد تضسگتش اص هیاًگیي ٍ تِ دًثال آى ٍخَد چٌذ عذد وَچىتش اص هیاًگیي ج(

اص یکه هَلکذ اص تکاتع چگکالی      آهکذُ اعکذاد تذسکت    ػذم پیتزيی ٍ یا ػذم استقلال تِ هٌیَس وطف 

اگش هتعالة اًدکام   استفادُ وشد. ضَد هیآصهَى ّای هعشفی ضذُ وِ دس ایي دسس اسایِ اص  تَاى هی ،یىٌَاخت

 پشداخت. یّای هشتَط هَلذی غیشلاتل لثَل تطخیع دادُ ضذ تایذ تِ خستدَی هَلذ دیگش آصهَى

ین. لثل اص وٌ هیدفی فشاٍاى است. اص ایي تعذ ولوِ ضثِ سا حزف تعذاد سٍش ّای تَلیذ اعذاد )ضثِ( تػا

 ین.وٌ هیتطشیح تشخی اص سٍش ّای تَلیذ اعذاد تػادفی، تعضی اص هلاحیات هْن سا فْشست ٍاسد اسایِ 

ضثیِ ساصی ضایذ آًمکذس پشّضیٌکِ   تاضذ. هااسثات  سزیغتَلیذ اعذاد تػادفی تایذ  نالگَسیتسٍش یا -1

ٍلی خوع هااسثات لاصم دس یه تشسسی ضثیِ ساصی هوىي است لاتل تَخِ تاضذ. دس ایي غَست تایذ  ًثاضذ

 تاضذ. تسیاس ونداخت وِ ّضیٌِ تَلیذ دس هَسد آى پش ویالگَسیت خستدَیتِ 

پش واهپیَتشی داضتِ تاضذ. اضغال حافیِ هوىي است تسیاس  مقذار سیادی حافظهسٍش ًثایذ ًیاص تِ -5

 تش اًدام تخص ّای دیگش تشسسی ضثیِ ساصی اص لااػ ًیاص تِ حافیِ تاثیش هٌفی تگزاسد.  تاضذ ٍ ّضیٌِ

اعذاد تَلیذ ضذُ تایذ تِ اًذاصُ وافی تلٌذ تاضذ. هٌیَس اص عَل دًثالِ، تعذاد اعذادی است عَل دًثالِ -3

هم پاضیذن الگتًریتم   وِ تذٍى تىشاس دًثالِ دس آى لشاس هی گیشد. حالت خاغی اص تىشاس دًثالِ ًاظش تکِ اص 

است. اگش عذد تػادفی هعیٌی تِ عَس هىشس تَلیذ ضَد هی گَیٌذ الگَسیتن اص ّن پاضیذُ اسکت. ایکي اهکش دس    

 یىی اص هثال ّای تخص تعذ تَضیح دادُ ضذُ است.

ن هَلذ ، الگَسیتتؼییه وقطه ضزيعتا  تتَاىغشفٌیش اص ٍضعیت سیستن دس دست ضثیِ ساصی، تایذ  -4

یذ هدوَعِ هطخػی اص اعذاد تػادفی تِ واس گشفت. سعایت ایي اهش دس تشسسی ّای ضثیِ ساصی لاصم سا دس تَل

 .ضَد هیى تشای تسْیل همایسِ دٍ سیستن استفادُ آاست ٍ اص 

 استتقلال ٍ  یکىًاختت فی تَلیذ ضذُ تایذ تا حکذٍد صیکادی اص خکَاظ آهکاسی تَصیکع      داعذاد تػا-5

 تشخَسداس تاضذ.
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 اػذاد تصادفیريش های تًلیذ 

 . ضَد هیسٍش ّای سایح تَلیذ اعذاد تػادفی دس ایي تخص تشسسی 

 ريش میان مزبؼی

 مزبتغ ذ. سٍال واس چٌیي است وِ ّسکتِ سا  وٌ هیایي سٍش تا یه عذد اٍلیِ تِ ًام ّستِ ضشٍ  تِ واس 

وٌذ ٍ اسلام هیاًی آى سا تعییي ٍ پس اص ًَضتي غفش ٍ هویکض دس سکوت چکر اسلکام هیکاًی، اٍلکیي عکذد         هی

ٌذ. تِ هٌیَس تَلیذ عذد تػادفی دٍم، تایذ اسلام هیاًی دس هشحلِ لثل سا هشتکع، اسلکام   وٌ هیتػادفی سا تَلیذ 

سلوکی   nذ. اگکش ّسکتِ   وٌک  هیا هیاًی حاغل سا تعییي ٍ تِ عذد اعطاسی تثذیل وشد ٍ ّویي سًٍذ اداهِ پیذ

اسلکام اص ّکش سکوت )ساسکت ٍ      n/2صٍج تاضذ تا حزف  nسلوی خَاّذ تَد ٍ اگش  2nیا  2n-1تاضذ، هشتع آى 

 اسلام هیاًی سا تعییي وشد.  تَاى هیچر( هشتع آى، 

گکزاسی   ًوکاد  X0فشؼ وٌیذ وِ تِ دًثالِ اص اعذاد تػادفی چْاس سلوی ًیاص داسین. ّسکتِ سا تکا    :1 هثال

اهیي عذد  Xi  ٍi ضَد هیاهیي عذدی وِ هشتع -iسا تشای آى دس ًیش تگیشیذ. فشؼ وٌیذ  5497وٌیذ ٍ همذاس 

 تاضذ. Ri ضَد هیتػادفی وِ تَلیذ 

 

 

 

0

22

0 1 1

22

1 2 2

22

2 3 3

5497

5497 30 2170 09 2170 0.2170

2170 04 7089 00 7089 0.7089

7089 50 2539 21 2539 0.2539

X

X X R

X X R

X X R



     

     

     

 

ای تشای تعییي همذاس ّستِ اسایِ  تَاى لَاعذ سادُ ذ دچاس هطىلاتی ضَد. اٍلا ًویتَاً هیایي سٍش ًىتِ: 

وشد وِ عولىشد هغلَب الگَسیتن سا تضویي وٌذ. ّوچٌیي، تا ظَْس سلن غفش دس سکوت چکر اسلکام هیکاًی،     

ذ. دس سٍضي ضذى ایي هَضَ  تِ هثکال صیکش تَخکِ    سس هیدًثالِ اعذاد تػادفی تَلیذ ضذُ تِ سشعت تِ اًتْا 

 وٌیذ.

 تغییش وٌذ. دس ایي غَست: 5197تِ  1 مثالفشؼ وٌیذ وِ ّستِ  :5 مثال
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 

 

 

0

22

0 1 1

22

1 2 2

22

2 3 3

5197

5197 27 0088 09 0088 0.0088

0088 00 0077 44 0077 0.0077

0077 00 0059 29 0059 0.0059

X

X X R

X X R

X X R



     

     

     

 

 .ضَد هیّا تا غفش ضشٍ   Riتیٌین وِ توام  هی

است. اص ّن پاضکیذُ ضکذى الگکَسیتن تکِ      آىسٍش فَق عیة دیگشی ّن داسد وِ اص ّن پاضیذگی ضذى 

 خاعش حػَل همذاسی تىشاسی یا همذاس غفش تشای اسلام هیاًی است.

ّکا تَلیکذ    Xتشای یىی اص  6500تػَس وٌیذ وِ تِ ٌّگام استفادُ اص سٍش هیاى هشتعی، همذاس  :3مثال 

 داسین: n=4ضذُ است. دس ایي غَست، تِ اصای 

 

 

 

22

1 1

22

1 2 2

22

2 3 3

6500

6500 42 2500 00 2500 0.2500

2500 06 2500 00 2500 0.2500

2500 06 2500 00 2500 0.2500

i

i i i

i i i

i i i

X

X X R

X X R

X X R

 

  

  



     

     

     

 

 پاضذ. تا ثاتت هاًذى همذاس اعذاد تػادفی تَلذ ضذُ، الگَسیتن عولا اص ّن هی

 ريش میان ضزبی

وِ تعکذاد اسلاهطکاى هسکاٍی     ’X0  ٍX0ایي سٍش ّواًٌذ سٍش هیاى هشتعی است ٍ تا اًتخاب دٍ ّستِ، 

اص اسلام سوت  n/2وٌین ٍ تا حزف  سا دس ّن ضشب هی ّا آىسلوی تاضذ،  n. اگش دٍ ّستِ ضَد هیاست ضشٍ  

ٍ آى سا تثکذیل تکِ    سلن لشاس گشفتِ دس ٍسظ سا تعیکیي  nلضشب، ت ٍ ّویي تعذاد سلن اص سوت چر حاغساس

گکزاسی   ًوکاد  X1ضشب تکا   سلن لشاس گشفتِ دس ٍسظ حاغل nاگش  وٌین. یه عذد اعطاسی وَچىتش اص یه هی

. ضَد هیوٌین ٍ ایي سًٍذ تىشاس  تىشاس هی X0  ٍX1ضَد، تِ هٌیَس تَلیذ عذد تػادفی دٍم، هااسثات فَق سا تا 

 تشای سٍضي ضذى هَضَ  هثال صیش سا دس ًیش تگیشیذ.
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 استفادُ ٍ تشاساس سٍش هیاى ضشتی، اعذاد تػادفی چْاس ’X0=7229  ٍ2938 ;X0اص دٍ ّستِ  :4مثال 

 سلوی تَلیذ وٌیذ.

  

  

  

1 0 0 1

1

2 0 1 2

2

3 1 2 3

3

2938 7229 21238802 21238802 2388

0.2388

7229 2388 17262852 17262852 2628

0.2628

2388 2628 6275664 6275664 2756

0.2756

U X X X

R

U X X X

R

U X X X

R

     

 

     

 

     

  

ایي سٍش ضثاّت تسیاسی تکِ سٍش هیکاى هشتعکی داسد. عکَل دًثالکِ تکشای ایکي سٍش تلٌکذتش ٍ          وکته:

ت. تِ ّش غَست، ایي سٍش ًیض عیة عوذُ ی اص ّن پاضیذُ ضذى یىٌَاختی تَصیع اعذاد تَلیذ ضذُ تیطتش اس

 سا داسد.

 ريش مضزب ثابت

داضتي یىی اص دٍ عذدی وِ دس  ًاچیضی تا سٍش هیاى ضشتی داسد. دس ٍالع، تا ثاتت ًگِ تایي سٍش تفاٍ

گکزاسی   ًوکاد  Kفشؼ وٌیذ عذد ثاتت سا تکا   .اعذاد سا تَلیذ وشد تَاى هیسٍش لثل دس یىذیگش ضشب هی ضذ 

تات ایي ضشایظ، توام هااسثات هاًٌذ سٍش هیاى  گیشین. سا یىساى دس ًیش هی K  ٍX0 اسلاموٌین ٍ تعذاد  هی

 ضشتی اًدام هی گیشد.

ٍ تشاساس سٍش هضشب ثاتت، دًثالِ ای اص اعکذاد   K=3987  ٍX0=7223تا استفادُ اص دٍ ّستِ  :5مثال 

 سلوی تَلیذ وٌیذ. تػادفی چْاس

  

  

1 0 1 1

2 1 2 2

3987 7223 28798101 7981 0.7981

3987 7981 31820247 8202 0.8202

V KX X R

V KX X R

      

       

ایي سٍش ّواى هعایة سٍش هیاى ضشتی سا داسد. عولىشد هٌاسة ایي سٍش تا حکذ صیکادی تکِ اًتخکاب     

 تستگی داسد. Kهمذاس ثاتت 
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 ريش همىهطتی خمؼی

اساس ًیشی ایي سٍش اص سٍش ّای پیص گفتِ هتفاٍت است ٍ عولىشد آى واهلا ضٌاختِ ضذُ ًیسکت.  

ٍش تِ سثة تی ًیاصی تِ عول ضشب، سشعت لاتل تَخْی داسد. ایي سٍش چٌیي ضشٍ  خَاّین دیذ وِ ایي س

ٍ ... سا  Xn+1 ،Xn+2سا دسیافت ٍ تمیِ دًثالکِ، یعٌکی    X1،X2  ٍ ... ٍXn تایی هاًٌذ nذ وِ یه دًثالِ وٌ هیتِ واس 

 ذ. اساس تَلیذ همذاس دس ایي سٍش استفادُ اص ساتغِ وٌ هیتَلیذ 

 1 mod , 1, 2,...i i i nX X X m i n n      

است. عثك تعشیف ساتغِ   moda b m  ( هعادل ایي است وِ تگَیین تالیواًذُ تمسکینb-a  تکش )

m  هساٍی غفش است. هثال تعذ چگًَگی اًدام هااسثات سا ًطاى دادُ ٍ هثال پس اص آى سشعت صایذ الَغف

 .دّذ هیفی ًطاى سٍش ّوٌْطتی خوعی دس تَلیذ اعذاد غایح تػاد

هعکادل ّکن    …ٍ  2ٍ5ٍ10ٍ14، دس ًیش گشفتکِ ضکَد، اعکذاد    mتشای پیواًِ یعٌی  4اگش همذاس  :6مثال 

هساٍی غکفش   4(، ٍ ... تِ عذد 10-6(،)10-2ٍخَد داسد وِ تالی هاًذُ تمسین ) 10ّستٌذ صیشا عذدی هاًٌذ 

خَاّکذ   m-1یه عذد غایح تیي غفش ٍ هطخع ضَد، ًتیدِ ًْایی،   mاست. دس حالت ولی، اگش پیواًِ تا 

 تَد. تٌاتشایي داسین

17 mod 3 2

14 mod 5 4

37 mod 2 1

16 mod 4 0

...









 

تکِ تشتیکة هسکاٍی     X1،X2، X3،X4، X5ٍ دًثالِ اعذاد غکایح تػکادفی    5هساٍی  nفشؼ وٌیذ  :7 مثال

سا دس ًیش تگیشیذ. اص سٍش ّوٌْطتی خوعی اسکتفادُ وٌیکذ ٍ    100همذاس  mتاضذ. تشای  16،92،89،34،57

 ایي دًثالِ سا اداهِ دّیذ.
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 

 

 

 

 

 

6 5 1

7 6 2

8 7 3

9 8 4

10 9 5

11 10 6

mod 100 73 mod 100 73

mod 100 107 mod 100 7

mod 100 96 mod 100 96

mod 100 188 mod 100 88

mod 100 104 mod 100 4

mod 100 77 mod 100 77

X X X

X X X

X X X

X X X

X X X

X X X

   

   

   

   

   

   

 

 ريش همىهطتی خطی

تػَس وٌیذ وِ دًثالِ اعذاد غایح  iX  .عثك ساتغِ تىشاس پزیش است 

 1 mod , 1,2,...i iX aX c m i   

 ّوگی اعذاد غایح است. علاهت ّوٌْطکتی، یعٌکی   mٍ پیواًِ  c، همذاس ثاتت aدس ساتغِ فَق، ضشیة 

  اًذ وِ اص ًیش خثشی ّش سس هیچٌیيXi  ضَد هیاص عشیك ساتغِ صیش تعشیف. 

1i i iX aX c mK   

Ki  1هعشف تضسگتشیي عذد غایح هَخَد دسiaX c

m

    است. اگکشc>0       تاضکذ، هَلکذ صیکش سا یکه هَلکذ

 هی ًاهٌذ. همىهطتی آمیخته

 1 mod , 1,2,...i iX aX c m i   

 هی خَاًٌذ. همىهطتی ضزبیتاضذ، هَلذ هضتَس سا  c=0دس غَستی وِ  وکته:

 .ضَد هیًوادگزاسی وٌین، هَلذ فَق الزوش تِ غَست ساتغِ صیش  X0اگش همذاس عذدی ّستِ سا تا 
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 

   

 

 

1 0

2
2 2

2 1 0 0

3
3

3 2 0

1 0

mod

1
mod 1 mod mod

1

1
mod mod

1

1
mod mod

1

i
i

i i

X aX c m

a
X aX c m a X a c m a X c m

a

a
X aX c m a X c m

a

a
X aX c m a X c m

a


 

  
             

  
     

  

  
     

   

 همادیش صیش سا دس ًیش تگیشیذ: 8مثال 

0 27, 17, 43, 100X a c m    

 111تشاساس سٍش ّوٌْطتی خغی، دًثالِ ای اص اعذاد تػادفی تَلیذ وٌیذ. چَى همذاس پیواًِ هسکاٍی  

تِ عَس یىٌَاخت پشاوٌذُ خَاّکذ   99تا  صفزاست، توام اعذاد غایح تػادفی تِ دست آهذُ اص ایي سٍش اص 

 اص ساتغِ صیش استفادُ وشد. تَاى هیتَد. تشای تَلیذ اعذاد تػادفی دس هاذٍد غفش ٍ یه، 

, 1,2,...i
i

X
R i

m
 

 

 تا استفادُ اص سٍش ّوٌْطتی خغی داسین:

 

 

 

0

1 1

2 2

3 2

27

17 27 43 mod 100 502 mod 100 2 0.02

17 2 43 mod 100 77 mod 100 77 0.77

17 77 43 mod 100 1352 mod 100 52 0.52

X

X R

X R

X R



       

       

       

 

ًییش ّش هَلذ دیگش، دس هَسد هَلذّای ّوٌْطتی خغی ًیض تایذ تِ آصهایص ایکي هغلکة دسکت صد وکِ     

تشخَسداس  یکىًاختٍ تَصیع آهاسی  استقلالاعذاد تػادفی تَلیذ ضذُ دس ایي سٍش تا چِ هیضاى اص دٍ ضشط 

 است.
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  مًن های اػتبار مًلذهای تصادفیآس

ذ اعذادی تا خَاظ هَسد ًیش تَلیذ وٌذ تَاً هیتِ هٌیَس تعییي ایي هغلة وِ آیا هَلذ دس دست تشسسی 

دي تشحسکة دٍ خاغکیت فکَق دس     تکَاى  هی. آصهَى ّای هَسد تاث سا سا اًدام دادتایذ تِ آصهَى ّایی  ،یا ًِ

 دس اداهِ ایي آصهَى ّا هعشفی هی ضًَذ.گشٍُ سدُ تٌذی وشد. 

 آسمًن فزاياوی

اص آصهَى ّای اساسی وِ تِ هٌیَس تطخیع اعتثاس ّش هَلذ تاصُ اص لااػ ّوگًَی تَصیکع آهکاسی اعکذاد    

شای اًدام است. دٍ سٍش هختلف ت سمًن فزاياویآاًدام هی گیشیذ،  تًسیغ احتمال یکىًاختتَلیذ ضذُ تا 

ٍ دیگشی هثتٌی تکش اسکتفادُ اص آهکاسُ    مزبغ کای یىی هثتٌی تش واستشد آهاسُ تمشیثی ایي آصهَى ٍخَد داسد: 

است. ایي دٍ آصهَى تِ تشسسی هیضاى ّوگًَی تَصیع احتوکال یکه ًوًَکِ اص اعکذاد      اسمیزوف-کالمًگزيف

داصًذ. تا تَخِ تِ ّویت ایي دٍ آصهَى تِ خػَظ آصهَى پش هیتػادفی تَلیذ ضذُ تا تَصیع احتوال یىٌَاخت 

 داصین.پش هیهشتع والی، تِ تفػیل تِ تشسسی آى 

 آسمًن مزبغ کای

 ذ.وٌ هیایي آصهَى اص آهاسُ صیش استفادُ داصین. پش هیتِ تشسسی واستشد آصهَى هشتع وای دس ایي تخص 

 
2

2

0

1

n
i i

i i

O E

E







 

 وِ دس آى:

iO  تعذاد هطاّذات دس :i اهیي دستِ تٌذی 

iE اهیذ تعذاد دس :i-اهیي دستِ تٌذی 

n.تعذاد دستِ تٌذی ّا است : 
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وِ عَل دستِ تٌذی ّا یىساى  ضَد هیوٌین وِ دس آى فشؼ   اص ساتغِ صیش استفادُ هی iEتشای هااسثِ 

 است.

i

N
E

n
 

 است.  Nوِ دس ساتغِ فَق، تعذاد ول هطاّذات تشاتش 

1nتِ عَس تمشیثی داسای تاتع تَصیع هشتع وکای تکا    0تاتع تَصیع ًوًَِ ًطاى داد وِ  تَاى هی کته:و  

  دسخِ آصادی است.

100nیه ًوًَِ ): 9مثال   ُضَد هی( اص اعذاد تػادفی تَلیذ ضذُ تَسظ یه هَلذ دس صیش دیذ. 

 

0.05تا استفادُ اص آصهَى هشتع وای تا همذاس       ِاعکذاد تػکادفی داسای تَصیکع     آیکا وٌتکشل وٌیکذ وک

 یىٌَاخت است. هااسثات هَسد ًیاص تشای ایي آصهَى دس خذٍل صیش آهذُ است.
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گشفتِ ضذ. ایکي تکاصُ ّکا تکِ غکَست     ٍ عَل تاصُ ّا یىساى دس ًیش  10دس ایي آصهَى تعذاد تاصُ ّا تشاتش 

[0,0.1),[0.1,0.2),  بحزاوتی است. دس غَستیىِ ایي همذاس سا تا همذاس  3.4تشاتش  0همذاس  است.  (0.9,1],

0.05,9 16.9   وکِ  تکِ دلیکل ایکي     ین اص خذٍل ریل استفادُ وٌین.تَاً هیاست. تشای تعییي همادیش تاشاًی

0 همذاس 3.4   0.05,9اص 16.9         ووتش است لکزا فشضکیِ یىٌَاخکت تکَدى تَصیکع هتغیشّکای تػکادفی سا

1تا احتوال تَاى ویً   .سد وشد 

5iEتِ ًاَی اًتخاب ضَد وِ  n  ٍNوِ  ضَد هیتَغیِ  وکته:  .ساتغِ تشلشاس تاضذ 
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 اسمیزوف-آسمًن کالمًگزيف

)ایي آصهَى تشای همایسِ تاتع تَصیع تدوعی پیَستِ  )F x  تا تاتع تَصیع تدشتی( )NS x   اص ًوًَِ تکاN 

 دادُ است. اص تعشیف داسین:

( ) , 0 1F x x x   

1هطکاّذُ تکِ غکَست     Nتِ تعکذاد   Xدس غَستیىِ اص هتغیش تػادفی  2, ,..., Nx x x      تذسکت آیکذ، تکاتع

 .ضَد هی، تِ غَست صیش تعشیف xتدوعی تدشتی 

1 2, ,...
( ) N

N

number of x x x which are x
S x

N




 

1تػَس وٌیذ وِ  تؼزیف: 2, ,..., NX X X  یه ًوًَِ اص تَصیع احتوال( )F x   دس ایي دّذ هیسا تطىیل .

 .ضَد هیتِ غَست صیش هااسثِ   Dغَست آهاسُ 

max ( ) ( )N
x

D F x S x 
 

تشای آصهکَى ایکي وکِ تکاتع تَصیکع       .ضَد هیهااسثِ  Nداًستِ ٍ اص خذٍل صیش تشای همذاس  Dتاتع تَصیع 

 اعذاد تػادفی تِ غَست یىٌَاخت است تایذ هشاحل صیش سا اًدام داد:

)دادُ ّا سا اص وَچىتشیي تا تضسگتشیي هشتة وٌیذ. عذد  :1گام  )iR  ساi –   اهیي وکَچىتشیي هطکاّذُ دس

 ًیش تگیشیذ وِ دس آى

(1) (2) ( )NR R R   

 همذاسّای صیش سا هااسثِ وٌیذ.: 5گام 

( )
1

( )
1

max

1
max

i
i N

i
i N

i
D R

N

i
D R

N



 



 

 
  

 

 
  

 
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 سا تِ غَست صیش هااسثِ وٌیذ. Dهمذاس : 3گام 

 max ,D D D  

 تشای سغح اعویٌاى  D، همذاس اسمیزوف-کالمًگزيفتا استفادُ اص خذٍل همذاس تاشاًی  :4گام 

 سا تذست آٍسیذ. Nٍ تعذاد ًوًَِ 

Dاگش  :5گام  D  اگکش  ضکَد  هکی تاضذ آًگاُ فشؼ تاتع تَصیع یىٌَاخت سد .D D    ُتاضکذ آًگکا

(1)تِ ایي ًتیدِ سسیذ وِ تفاٍت هعٌاداسی تیي  تَاى هی (2) ( )NR R R        تکاتع تَصیکع یىٌَاخکت تکا ٍ

1احتوال   .ٍخَد ًذاسد 
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0.05سا تکِ اصای   0.93، ٍ 0.05، 0.14، 0.81، 0.44عکذد تػکادفی    5فشؼ وٌیذ  :11مثال     هکَسد

یىٌَاخت داسد یا ًِ. دس اٍلیي گام تایذ همادیش فکَق سا  ین تا هعلَم ضَد آیا تَصیع احتوال دّ هیآصهایص لشاس 

) تِ تشتیة همذاس ًَضت. دس ایي غَست، 1,2,...,5)iR i   است. هااسثات لاصم دس هَسد ایي هسالِ دس خذٍل

 صیش ًطاى دادُ ضذُ است.
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iتایذ تَخِ داضت وِ تاتع تدوعی هتغیش تػادفی یىٌَاخت غفش ٍ یه  تِ غَست 
N

. ضکَد  هیًَضتِ  

Dُ همککادیش تذسککت آهککذُ تککشای  تککِ عککلاٍ   ٍD    تککِ تشتیککة تشاتککش تککا ،
( ) 0.26i

i
D R

N

     ٍ

( )

1
0.21i

i
D R

N

  
   

 
دس ًتیدِ . ضَد هی  max 0.26,0.21 0.26D    تشاساس خذٍل همکادیش .

0.05تاشاًی، تِ اصای    ٍ5N    0.565 خکَاّین داضکتD   ً ِفکشؼ تَصیکع    تکَاى  وکی . دس ًتیدک

Dًوکایص   احتوال یىٌَاخت غفش ٍ یه سا تشای همادیش دادُ ضذُ دس تالا سا سد وشد.    ٍD    2دس ضکىل 

 آٍسدُ ضذُ است.

 

D: ومایص 5 ضکل     يD  

 

 ضکافآسمًن 

تِ هٌیَس تشسسی ضىاف ّا یا فَاغل هَخَد تیي تىشاسّای هتَالی ّکش یکه اص    تَاى هیاص آصهَى ضىاف 

سا  xتِ عَس ولی، ساتغِ صیش هااسثِ احتوالات ًییکش ضکىاف ّکایی تکِ عکَل       اسلام پایِ عذدی استفادُ وشد.

 .دّذ هیتطىیل 
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 .ضَد هیدس ایي آصهَى اص آهاسُ هشتع وای استفادُ 

 گیشیذ.دًثالِ صیش سا دس ًیش ت :11مثال 

 

0.05تِ اصای   ِسلوی فَق سا اًدام دّین. 110، آصهَى ضىاف سا تشای دًثال 

 تشای سلن ّای غفش تا ًِ، ضىاف ّا دس ضىل ًطاى دادُ ضذُ است.

 (1) ضکاف بیه رقم صفز 

 

 (1) ضکاف بیه رقم یک 
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 (5) ضکاف بیه رقم دي 

 

 (3) ضکاف بیه رقم سه 

 

 (4) رقم چهارضکاف بیه  

 

 (5) ضکاف بیه رقم پىح 
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 (6) ضکاف بیه رقم ضص 

 

 (7) ضکاف بیه رقم هفت 

 

 (8) ضکاف بیه رقم هطت 

 

 (9) ضکاف بیه رقم وه 
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 هااسثات لاصم تِ عَس استفادُ اص آهاسُ هشتع وای دس خذٍل صیش ًطاى دادُ ضذُ است.

 

دس خذٍل هشتع وای  جدسخِ آصادی، همذاس هٌذس 12تشای سغح هعٌاداس تَدى ٍ  0.05چَى تِ اصای همذاس 

2تضسگتش است) 6.05اص 

12 1;0.056.05 21.0        لزا دًثالِ دس دست تشسسی اص آصهَى ضکىاف هَفکك تیکشٍى .)

 آیذ. هی
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 سمًن ريوذآ

 تؼذاد ريوذهای صؼًدی ي وشيلی

 َلیذ ضذُ است:عذد تػادفی صیش دس یه دًثالِ تِ واسگیشی یه الگَسیتن ت 40فشؼ وٌیذ وِ 

 

، فشؼ ّوگًَی اعذاد تػادفی فَق تا اسمیزوف-کالمًگزيفٍ مزبغ کای دس غَست اعوال آصهَى ّای 

عکذد هٌکذسج دس    دیذ وِ دُ تَاى هی. اها تا یه ًگاُ تِ اعذاد ّش سغش ضَد هیتاتع چگالی یىٌَاخت پزیشفتِ 

ضذ، تشدیذی ووتش دس  دًثالِ صیش تَلیذ هیعذد فَق دس لالة  40سد. دس غَستی وِ اّش سغش سًٍذی غعَدی د

 داضت. ٍخَد هی ّا آىهَسد استملال 

 

ّش آصهَى سًٍذ، تشاساس تشتیة لشاس گشفتي اعذاد تػادفی دس یه دًثالِ، تِ تشسسی فشؼ استملال 

 داصد.پش هی

تشاسکاس   تکَاى  هکی . تعذاد سًٍکذ ّکا سا   دّذ هیتطىیل  ّا آىاساس آصهَى سًٍذ سا تعذاد سًٍذّا، یا عَل 

ضاتغِ غعَدی یا ًضٍلی تَدى سًٍذ تعشیف وشد. دس ّش سًٍذ غعَدی، ّکش عکذد اص عکذد سکوت ساسکت خکَد       
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وَچىتش است ٍ دس یه سًٍذ ًضٍلی، ّش عذد اص عذد سوت ساست خَد تضسگتش است. تشای سٍضي ضذى هَضَ  

 هثال صیش سا دس ًیش تگیشیذ.

 

ًَضکتِ ضکذُ    (–( ٍ هٌفکی ) +هتَالی، یه علاهت هثثت )، تیي ّش دٍ عذد ضَد هیّواى عَس وِ دیذُ 

(، علاهت هٌفکی لکشاس دادُ ضکذُ اسکت. اص ایکي علاهکت       0.15ٍ  0.87است. هثلا، تیي دٍ عذد ًخست )یعٌی 

عذد تػادفی است تعذاد  15چَى دًثالِ فَق ضاهل  ت.عذد اٍل اس یذ وِ عذد دٍم وَچىتش اصآ هی چٌیي تش

 علاهت تِ ضشح صیش است: 14است. دًثال  14تشاتش  -ٍ  +علاین 

 

 است. 1،1،3،1،1،3،3،1است. عَل ّطت سًٍذ هضتَس، تِ تشتیة، هساٍی تا  8تعذاد سًٍذ هساٍی 

 

تعذاد سًٍذّای غعَدی ٍ ًضٍلی یىساى ٍ هساٍی چْاس است. تعذاد سًٍذّا هوىي است تیص اص حذ وکن  

 ْا یه سًٍذ ٍ آى ّن سًٍذ غعَدی ٍخَد داسد.تٌ یا صیاد تاضذ. هثلا دس دًثالِ صیش

 

تَلیذ یه چٌیي دًثالِ ای تا استفادُ اص یه هَلذ هعتثش چٌذاى هاتول ًیست. تِ عٌَاى هثال دیگکشی،  

تکای دیگکش    4ٍ غکعَدی  تکای آى   5سًٍذ است وِ  9دًثالِ دُ عذد تػادفی صیش سا دس ًیش تگیشیذ وِ داسای 

 است.ًضٍلی 
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آًچِ تیطتش  تعذاد سًٍذ دس یه دًثالِ دُ تایی اص اعذاد تػادفی ًیض چٌذاى صیاد ًیست.احتوال ٍخَد ایي 

عکذد تػکادفی    nاحتوال داسد، ایي است وِ تعذاد سًٍذّای تیي دٍ حذ فَق لشاس گیکشد. اگکش یکه دًثالکِ اص     

1nتعذاد سًٍذّای هساٍی تیطتشیي تطىیل ضَد،    ٍ ًذّا هساٍی یه خَاّذ تَد.تعذاد سٍووتشیي 

تایی اص اعذاد تػادفی تاضذ،  nهعشف هدوَ  تعذاد سًٍذّای هَخَد دس یه دًثالِ  aاگش هتغیش تػادفی 

 .ضَد هیهیاًگیي ٍ ٍاسیاًس آى تِ ضشح صیش تعشیف 

   2
2 1 16 29

,
3 90

a a

n n
 

 
  

20nوِ تِ اصای  ضَد هیتِ علاٍُ ًطاى دادُ   هتغیش تػادفی ،a     تکا   تًسیتغ وزمتال  تکِ سکوت تکاتع

2ٍ ٍاسیاًس  aهیاًگیي 

a  تشای آصهایص استملال اعکذاد تػکادفی ّکش     تَاى هیاص تمشیة اخیش ذ. وٌ هیهیل

 .ضَد هیدًثالِ استفادُ وشد. تشای ایي هٌیَس اص آهاسُ صیش استفادُ 

 

 
0

2 1

3

16 29

90

a

a

n
a

a
Z

n





 
  

   


 

ًوادگزاسی وٌکین، عثکاست    aاگش سغح هعٌا داس تَدى سا 
0

2 2

Z Z Z         ًکاظش تکش اسکتملال اعکذاد

 تػادفی است.

0.05تِ اصای  :15مثال    عذد تػادفی صیش سا تش اسکاس تعکذاد    40تعییي وٌیذ آیا دًثالِ هتطىل اص

 داسای خاغیت استملال داًست یا ًِ؟ تَاى هیسًٍذّای غعَدی ٍ ًضٍلی 
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 تَالی سًٍذّای غعَدی ٍ ًضٍلی تِ ضشح صیش است.

 

40nهمادیش  ساست. تشاسا 26تعذاد سًٍذّا دس دًثالِ فَق تالغ تش    ٍ26a  همادیش ًییش ،a ،
2

a 

 ٍ0Z :عثاست است اص 

 

 2

0

2 40 1
26.33

3

16 40 29
6.79

90

26 26.33
0.13

6.79

a

a

Z






 


 


  

 

است، فشؼ استملال اعکذاد تػکادفی سا    1.96، هساٍی 0.025Zچَى همذاس هٌذسج دس خذٍل ًشهال تشای 

   سد وشد. تًان میو

 تؼذاد ريوذهای بشرگتز ي کًچکتز اس میاوگیه

دس صهیٌِ آصهایص استملال یه دًثالِ اص اعذاد تػادفی، آصهَدى تعذاد سًٍذّای غعَدی ٍ ًضٍلکی وکافی   

 ًیست. دًثالِ غفاِ تعذ سا دس ًیش تگیشیذ.
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لثل است. تٌاتشایي دًثالِ فَق اص آصهَى تعذاد سًٍذّای غکعَدی ٍ   ت هاًٌذ دًثالِ هثالایي دًثالِ، دسس

عذد اٍل ّوگی تضسگتش  20است وِ  تفىش. اها لاتل ضَد هییذ ٍ استملال آى پزیشفتِ آ هیًضٍلی هَفك تیشٍى 

 اص هیاًگیي 0.99 0.00
0.495

2

 
 

 
عذد دیگش وَچىتش اص هیاًگیي است. احتوکال س  دادى چٌکیي    20ٍ  

اص ضیَُ تدشیِ ٍ تالیکل عشضکِ ضکذُ تکالا تکِ       تَاى هیاتفالی تسیاس ًاچیض است. تا تغییش دادى تعشیف سًٍذ، 

هٌیَس تشسسی ٍضعیتی ًییش آًچِ دس ایي خا هغشح است استفادُ وشد. تٌکاتشایي، سًٍکذ سا تکِ عٌکَاى تکذاٍم      

عذاد تػادفی یه دًثالِ دس سغای تالاتش اص هیاًگیي یکا دس سکغای پکاییي تکش اص هیکاًگیي تعشیکف       همادیش ا

ٍ ّکش هطکاّذُ وکِ اص     ضکَد  هیهطخع  « –» ین. ّش هطاّذُ وِ اص هیاًگیي وَچىتش تاضذ تا علاهت وٌ هی

 ًیش تگیشیذتایی صیش سا دس  20هثلا، دًثالِ . ضَد هیهطخع   » + «هیاًگیي تضسگتش تاضذ تا علاهت 

 

 علاین هثثت ٍ هٌفی تشای ایي هثال، دس لالة تَالی صیش لاتل عشضِ است.
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ٍ هساٍی د تعذی عَل سًٍذ دس ایي هَسد خوعا یاصدُ سًٍذ ٍخَد داسد. عَل اٍلیي سًٍذ هساٍی یه است.

ش اص ین. فکشؼ وٌیکذ تعکذاد هطکاّذات تضسگتکش ٍ وکَچىت      دّک  هکی است ٍ تشای هاتمی تِ ّویي غَست اداهِ 

 nدس ایي غَست تیطتشیي تعذاد سًٍذّای دس یه دًثالِ . ضَد هیًوادگزاسی  1n  ٍ2nهیاًگیي، تِ تشتیة تا 

1تایی هساٍی  2n n n   هساٍی یه خَاّذ تَد. اگش هتغیش تػادفی  ّا آىٍ ووتشیي تعذادb   هعشف تعکذاد

2، ٍ ٍاسیاًس ) (aوِ هیاًگیي ) یاتین هیسًٍذّای تضسگتش ٍ وَچىتش اص هیاًگیي تاضذ، دس 

a  تِ ضشح صیکش ،)

 .ضَد هیتعشیف 

 

 

1 2

1 2 1 22

2

2 1

2

2 2

1

b

b

n n

n

n n n n n

n n





 






 

تکِ سکوت تکاتع     bتضسگتش تاضذ، تَصیکع احتوکال    20اص  2nٍ یا  1nوِ اگش  ضَد هیّوچٌیي ًطاى دادُ 

2ٍ ٍاسیاًس  bتا هیاًگیي  تًسیغ وزمال

b  آهاسُ ًشهال استاًذاسد صیکش سا تکِ    تَاى هیتٌاتشایي،  .ذوٌ هیهیل

 هٌیَس تشسسی استملال اعذاد هَخَد دس ّش دًثالِ تعشیف وشد:

 
 

1 2

0 1

2
1 2 1 2

2

2 1

2

2 2

1

n n
b

n
Z

n n n n n

n n

 
  
 



 
 

 

 

ًوادگزاسی وٌین، عثاست  aاگش سغح هعٌا داس تَدى سا 
0

2 2

Z Z Z     تَالی اعذاد ًاظش تش استملال

 است.هَسد ًیش 

تکِ عکَس    15مثتال  تعییي وٌیذ آیا تعذاد سًٍذّای تضسگتش یا وَچىتش اص هیاًگیي تشای دًثالِ : 13مثال 

 غیشعادی صیاد است یا ًِ. تَالی علاین هثثت ٍ هٌفی تِ ضشح صیش است:
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1تِ اصای همادیش  240, 18, 22, 17n n n b    2 همادیش

0, ,b b Z   ِضَد هیتِ ضشح صیش هااسث: 

  

     

 
2

2

0

2 18 22 1
20.3

40 2

2 18 22 2 18 22 40
9.54

40 40 1

17 20.3
1.07

9.54

b

b

Z





  

   



  

 

2ین وِ تٌْا تِ دلیل غذق ساتغِ دّ هیتزوش  20n  اص تمشیة ًشهال استفادُ وشد. چَى همذاس  تَاى هی

فشؼ استملال اعذاد دًثالِ فَق سا سد وشد  تَاى ویاست، ً 1.96هساٍی  0.025Zهٌذسج دس خذٍل ًشهال تشای 

 فشؼ استملال سا پزیشفت. تَاى هیٍ تِ عثاستی 

 سمًن ريوذ بزاساس طًل ريوذآ

 :اص هطخػِ ّای هْن یه سًٍذ، عَل است. هثلا دًثالِ صیش سا دس ًیش تگیشیذ

 

ي سًٍذ تا تِ آخش اداهکِ  دس ایي دًثالِ، دٍ عذد وَچىتش اص هیاًگیي ٍ دٍ عذد تضسگتش اص هیاًگیي است ٍ ای

داسد. فشؼ وٌیذ دًثالِ فَق تا سًٍذ هَسد تاث تاص ّن اداهِ یاتذ. تا اعوال آصهَى تعکذاد سًٍکذّای تضسگتکش ٍ    

وَچىتش اص هیاًگیي، دًثالِ فَق داسای خاغیت استملال تطخیع دادُ خَاّذ ضذ. اها، تایذ اًتیاس داضت وکِ  

 یش دیگشی سا ًیض تپزیشد.ًثاضذ ٍ هماد 2عَل سًٍذ ّا تٌْا هعادل 

یکاتین وکِ    هی تاضذ، دس iYتایی اص اعذاد تػادفی،  nدس یه دًثالِ  iفشؼ وٌیذ تعذاد سًٍذّایی تا عَل 

تکِ ضکشح صیکش تعشیکف      iYدس یه دًثالِ هستمل ٍ تشاساس ضاتغِ سًٍذّای غعَدی ٍ ًضٍلی، اهیکذ سیاضکی   

 :ضَد هی
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، تکِ عکَس   iYاگش ضاتغِ سًٍذّای تضسگتش ٍ وَچىتش اص هیاًگیي هلان عول لکشاس گیکشد، اهیکذ سیاضکی     

  تمشیثی اص ساتغِ

  
 

20i
i

nw
E Y n

E I
   

i ،ٍتمشیثی هساٍی عَل سًٍذ تا هعشف احتوال  iwیذ وِ دس آى آ هیتِ دست  E I   ًیض اهیذ سیاضکی

iw ٍ تمشیثی عَل ّش سًٍذ است.  E I  ضَد هیتِ ضشح صیش تعشیف. 
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تایی، nاهیذ سیاضی تمشیثی هدوَ  تعذاد توام سًٍذّا ) تا ّش عَل( دس ّش دًثالِ  E Aِاص ساتغ ، 

 
 

20
n

E A n
E I

  

یذ. آصهَى هٌاسة دس ایي صهیٌِ، آصهَى هشتع وای است. اگش تعذاد سًٍذّای هطاّذُ ضذُ تکا  آ هیتذست 

 :ًوادگزاسی ضَد، آهاسُ آصهَى عثاست خَاّذ تَد اص iOتا  iعَل 
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1Lتشاساس ضاتغِ سًٍکذّای غکعَدی ٍ ًضٍلکی، تکِ غکَست       Lوِ دس آى  n      ِتکش اسکاس ضکاتغ ٍ

Lسًٍذّای تضسگتش ٍ وَچىتش اص هیاًگیي، تِ غَست  n  اگش فشؼ استملال غکایح تاضکذ،   ضَد هیتعشیف .

2

0  1تا  تًسیغ مزبغ کایتمشیثا عثكL   ضَد هیدسخِ آصادی تعشیف. 

 دًثالِ اعذاد تػادفی صیش سا تش اساس عَل سًٍکذّای غکعَدی ٍ ًضٍلکی ٍ تکِ اصای     تَاى هیآیا  :14مثال 

0.05a   هستمل داًست؟ 
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 تشای ایي هثال تِ ضشح صیش است: –دًثالِ علاین + ٍ 

 

 عَل سًٍذّا ًیض تِ ضشح صیش است:

 

 دس خذٍل صیش دسج ضذُ است: 3، ٍ 1،2فشاٍاًی هطاّذُ ضذُ تشای سًٍذّایی تِ عَل 

 

 هختلف ًطاى دادُ ضذُ است.دس صیش، ًاَُ هااسثِ اهیذ سیاضی تعذاد سًٍذّا تا عَل 

     

     

     

1

2

3

2
60 1 3 1 1 3 1 4 25.08

4!

2
60 4 6 1 8 12 2 4 10.77

5!

2
60 9 9 1 27 27 3 4 3.04

6!

E Y

E Y

E Y

         

         

         
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 :تعتی ٍ ًضٍلی عثاست اسٌهیاًگیي هدوَ  تعذاد سًٍذّای غ

 2 60 1
39.67

3
a

    

هدوَ   iE Y  1,2,3تشایi   عَلطکاى اص  است. تٌاتشایي، اهیذ سیاضی تعذاد سًٍذّا وِ  38.89تشاتش

ل تیطتش است، اص تفاض 3
3

1

0.78a i

i

Y


   یذ. لثلا تَضیح دادُ ضذ وِ ضاتغِ ٍاحکذی تکشای   آ هیتذست

دس ًیش گشفتِ  5ووتشیي همذاس فشاٍاًی اًتیاسی ٍخَد ًذاسد. اگش دس ایي هَسد، ووتشیي همذاس فشاٍاًی هساٍی 

است دس یىی اص سدُ ّای هداٍس ادغکام وکشد. تکذیْی     5ش اص ضَد، تایذ سدُ ای سا وِ فشاٍاًی اًتیاسی آى ووت

وکن ضکَد. تکا سعایکت ایکي       Lاست وِ فشاٍاًی ّای هطادُ ضذُ ًییش ًیض تایذ دس ّکن ادغکام ٍ یکه ٍاحکذ اص     

 یذ.آ هیهلاحیات، خذٍل صیش تِ دست 

 

اسککت. ًیککش تککِ ایککي وککِ     3.84همککذاس اسککتخشاج ضککذُ اص خککذٍل هشتککع وککای تککشای هسککاٍی       

2 2

0 0.05;10.05 3.84    ً استملال سا هشدٍد داًست. تَاى ویاست، تشاساس آصهَى فَق  

 آسمًن همبستگی

 آصهَى ّای ّوثستگی ًاظش تِ تشسسی استملال اعذاد ّش دًثالِ است. هثلا، دًثالِ صیش سا دس ًیش تگیشیذ:
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ذ وِ اعذاد فَق تػادفی است ٍ احتوالا اص توام آصهَى ّای اسایِ ضذُ دس ایي سس هیدس ًگاُ اٍل، تِ ًیش 

وِ اعذاد لشاس گشفتِ دس هَلعیکت ّکایی وکِ     ضَد هیفػل هَفك تیشٍى خَاّذ آهذ. ٍلی تا دلت تیطتش هعلَم 

عکذد تػکادفی    30است، اص ًیش همذاس تسیاس تضسي است. تذیْی است وِ ًوًَِ ای تِ وکَچىی   5هضشتی اص 

شای سد وشدى هَلذ وافی ًیست ٍلی ًىتِ ایي است وِ اعذاد هَخَد دس دًثالکِ فکَق هوىکي اسکت تکِ ّکن       ت

 هشتثظ تاضذ.

ام تِ تعذ دس یه دًثالِ است وکِ ّکش دٍ تکای     iدس ایي آصهَى، تِ تشسسی ّوثستگی هَخَد هیاى اعذاد 

هیکککاى  اص یىکککذیگش داضکککتِ تاضکککذ. تکککِ ایکککي تشتیکککة، ّوثسکککتگی     kفاغکککلِ ای هعکککادل   ّکککا آى

( 1) 2,..., , ,i K k i k i k iR R R R   
تاضذ،  nهَسد تَخِ است. اگش تعذاد اعذاد هَخَد دس دًثالِ هساٍی تا  ikیا  

K  ساتغِ تضسگتشیي عذد غایح هثثتی است وِ دس 1i K k n    وٌذ. دس ایي آصهَى، تٌْا یکه   غذق

 هدوَعِ صیش  2K   اص اعذاد هَسد تشسسی لشاس هی گیشد. تایی 

 چَى ّوثستگی غیشغفش هتشادف تا عذم ٍخَد استملال است آصهَى فشؼ هٌاسة تِ غَست

1

: 0

: 0

o ik

ik

H

H









 

)اگش  .ضَد هیًَضتِ  1) 2,..., , ,i K k i k i k iR R R R    تِ تاضکذ، تکِ اصای همکادیش تکضسي     ثسًاّوK   تَصیکع

ˆ، یعٌی  ikوٌٌذُ پاساهتش  احتوال تشاٍسد
ik     ،تمشیثا تَصیع احتوال ًشهال خَاّکذ داضکت. دس ایکي غکَست ،

 آهاسُ آصهَى تِ ضىل

0

ˆ

ˆ

ik

ikZ





 

َصیع احتوکال ًشهکال اسکتاًذاسد    تضسي تاضذ آهاسُ ت K. اگش فشؼ استملال غایح ٍ همذاس ضَد هیًَضتِ 

ˆخَاّذ داضت. فشهَل هااسثِ 
ik  ٍˆik :تِ ضشح صیش است 
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 

 

1
0

ˆ

1 1
ˆ

1 4

13 7

12 1ik

K

ik i mk i m k
m

R R
K

K

K






  


 
     







 

ًوادگزاسی وٌین، عثاست  aاگش سغح هعٌا داس تَدى سا 
0

2 2

Z Z Z     ًاظش تش استملال تَالی اعذاد

 هَسد ًیش است.

تامیك وٌیذ آیا اعذاد سَم، ّطتن، سیضدّن، ّدذّن، ٍ ... هَخَد دس دًثالِ صیکش ّوثسکتگی    :14مثال 

 دس ًیش تگیشیذ. 0.05سغح هعٌاداسی سا  داسد یا ًِ.

 

3i چَى اٍلیي عذد صیش دًثالِ، سَهیي عذد است، لزا   ،ٍُ5است. تِ علا, 4, 30k K n     .اسکت

وکِ تضسگتکشیي عکذد غکایای اسکت وکِ دس هکَسد آى ساتغکِ          ضکَد  هکی تِ ایکي غکَست هااسکثِ     Kهمذاس 

 3 15 30K   :تشلشاس است. دس ایي غَست داسین 

              

 

 

35

ˆ

0 0.025

1 1
ˆ 0.23 0.28 0.28 0.33 0.33 0.27 0.27 0.05 0.05 0.36

4 1 4

0.1945

13 4 7
0.128

12 4 1

0.1945
1.516 1.96

0.128

ik

Z Z







       

 


 




      

 فشؼ استملال سا هشدٍد داًست. تَاى ویتٌاتش هااسثات تالا، ً

 

 



 www.behinehyab.com        نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

36 

 

 

 

تَلیذ وٌیذ. فکشؼ  خغی، سِ عذد غایح تػادفی تا دٍ سلن اعطاس تشاساس سٍش ّوٌْطتی  :1تمزیه 

0وٌیذ  27, 8, 47, 100X a c m    . 

 حل:

 

 

 

0

1 1

2 2

3 3

27, 8, 47, 100

63
8 27 47 mod 100 63 0.63

100

51
8 63 47 mod 100 51 0.51

100

55
8 51 47 mod 100 55 0.55

100

X a c m

X R

X R

X R

   

      

      

      

 

0تا استفادُ اص همادیش :5تمزیه  117, 43, 1000X a m      چْاس عذد تػادفی سِ سلوکی تشاسکاس ،

 سٍش ّوٌْطتی ضشتی تَلیذ وٌیذ.

 حل:

 

 

 

 

0

1

2

3

4

117, 43, 1000

43 117 mod 1000 31

43 31 mod 1000 333

43 333 mod 1000 319

43 319 mod 1000 717

X a m

X

X

X

X

  

  

  

  

  

 

 0.05تَلیذ ضکذُ اسکت. تکِ اصای همکذاس      0.68,0.11,0.98,0.73,0.54دًثالِ اعذاد تػادفی  :3تمزیه 

احتوال عکذاد فکَق تکا    اسویشًف فشؼ ّوگًَی تَصیع -تشای سغح هعٌاداس تَدى، تشاساس آصهَى والوَگشٍف

 تاتع چگالی یىٌَاخت غفش ٍ یه سا اًدام دّیذ.

  حل:

 هاتمزیه
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 

( )
1

( )
1

max 0.09

1
max 0.34

max , 0.34

i
i N

i
i N

i
D R

N

i
D R

N

D D D



 



 

 

 
   

 

 
   

 

 

 

0.05همکککذاس  0.565D   یکککذ. تکککا تَخکککِ تکککِ ایکککي وکککِ آ هکککیاسکککت وکککِ اص سٍی خکککذٍل تذسکککت

0.050.34 0.565D D   ً سد وشد.   دسغذ 95تا احتوال  تَاى ویاست لزا فشضیِ تَصیع یىٌَاخت سا 

سا تشعىس تٌَیسیذ. دس ایي دًثالِ اٍلکیي عکذد    9مثال یىػذ عذد دٍسلوی هَخَد دس دًثالِ : 4تمزیه 

تشای سغح هعٌاداس تَدى، تشاساس  0.05تغییش هی یاتذ. تِ اصای همذاس  0.43است وِ دس ایي غَست تِ  0.34

آصهَى هشتع وای، فشؼ ّوگًَی تَصیع احتوال اعذاد دًثالِ تغییش یافتِ تا تاتع چگالی یىٌَاخت غفش ٍ یکه  

 سا اًدام دّیذ.

 حل:

10تاصُ وِ تِ غَست اص  دُ 9i   10تاi  10,...,1,2وِ دس آىi        اسکت دس ًیکش تگیشیکذ. تکا ضکواسش

10iE)تذٍى دس ًیش گشفتي اعطاس( وِ دس ایي دُ تاصُ لشاس هی گیشًذ ٍ ّوچٌیي همکذاس   اعذاد  ، تکَاى  هکی 

  خذٍل صیش سا تَلیذ وشد:
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2وِ  ضَد هیاص خذٍل فَق ًتیدِ  14.2o  ِ2. اص خذٍل تاتع تَصیع هشتع وای داسین و

0.05 16.9  لزا .

2 2

0.0514.2 16.9o     ٍ فشضکیِ یىٌَاخکت تکَدى تکاتع      تَاى ویایي ًتیدِ سا گشفت وِ ً تَاى هیداسین

 عذد سا سد وشد. 100یي تَصیع ا

0.05aتِ اصای  سا دس ًیش تگیشیذ. 9مثال پٌداُ عذد دٍ سلوی ًخست اص  :5تمزیه     تشاساس تعذاد ٍ

 استملال ایي اعذاد سا هشدٍد داًست؟ تَاى هیسًٍذّای غعَدی ٍ ًضٍلی آیا 

 حل:

 تِ غَست صیش داسد: Runیا  سًٍذ یا ساى 27ایي دًثالِ داسای 

 

,50تا تَخِ تِ  27N a   داسین 
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 

 

 

2

0 0.025

2 1
33

3

16 29
8.5667

90

2.05 1.96

a

a

a

a

N

N

a
Z Z










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
 


      

 

 سد وشد. تَاى هیلزا فشؼ استملال اعذاد سا 
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