
 www.behinehyab.com        نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

1 

 

 

 :21درس 

 غیزخطی ریشی ثزًبهِ
 یبة ثْیٌِ تْیِ شذُ تَسط گرٍُ

 

 

www.behinehyab.com 

  



 www.behinehyab.com        نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

2 

 

 هقذهِ

تحقیق در  هجبحثَاى شبلَدُ تحقیق در ػولیبت داًست، ثسیبری از ت هیخطی را  ریسی ثرًبهِکِ  آًدباز 

از تهبثغ ّهذی یهب     خطی ایي است کِ ّوهِ تَاثهغ عاػهن    ریسی ثرًبهِػولیبت ثب آى سرٍکبر دارد. فرع اطلی 

ّهن  ٍاقؼی ثرقرار است لیکي در هَاردی  هحذٍدیت ّب( خطی ثبشٌذ. اگر چِ ایي فرع در ثسیبری از هسبئل

 طبدق ًیست.

اسهت ثهِ     x=(x1,x2,…,xn)غیرخطی در شهکل کلهی آى، دیهذا کهردى هقهبدیر       ریسی ثرًبهِّذی هسبئل 

 طَریکِ :

( )

( ) 1,2,...,
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 هتغیر تظوین ّستٌذ.   nتَاثؼی هؼلَم از  f(x)  ٍgi(x)کِ 

 ّستٌذ. هشتق پذیزَد کِ کلیِ تَاثغ ش هیدر ایي درس ثرای راحتی فرع  ًکتِ:

را  غیرخطی ثهِ طهَرت فهَق    ریسی ثرًبهَِاًذ ّوِ هسبئلی کِ در چبرچَة کِ ثتالگَریتوی ٍخَد ًذارد 

خبطهی   ّبی حبلتر گرفتِ شَد، آى گبُ حل کٌٌذ. لیکي، چٌبًچِ فرضیبت هشخظی در هَرد ایي تَاثغ ثِ کب

چشهوگیری حبطهل شهذُ     ّهبی  دیشرفت ّبی کِ در راثطِ ثب حل آى یٌذآ هیغیرخطی ثذست  ریسی ثرًبهِاز 

غیرخطی ٍ سپس اطهَ  ٍ هاهبّین اسبسهی حهل      ریسی ثرًبهِاست. در ایي درس، اثتذا چٌذ ًوًَِ از کبرثرد 

 ردد.گ هیاز اًَاع هْن هسبئل آى ارایِ  ثرخی

 سئلِ حول ٍ ًقل ثب تخفیف ّشیٌِ حول ًسجت ثِ هیشاى ثبره

گاتِ شذ ثب هؼلَم ثَدى هیهساى ػرضهِ ٍ تقبضهب،    گزٍُ آهَسشی ثْیٌِ یبة  5ّوبى طَر کِ در درس 

ّذی هسئلِ حول ٍ ًقل تؼییي ثرًبهِ ثْیٌِ حول کبلا از هجبدی گًَبگَى ثِ هقظذّبی هختله  اسهت، ثهِ    

. در آى خب فرع ثر ایي ثَد کِ ّسیٌِ حول ّر ٍاحذ کبلا ثیي ّر هجهذا ٍ  شَد کویٌِّب  طَری کِ کل ّسیٌِ

َد هقذاری ثبثت ثبشذ. در ػول، هوکي اسهت ایهي ّسیٌهِ    ش هیهقظذ هشخض، طرفٌظر از هیساًی کِ حول 
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ی هٌظَر گردد، ثِ طَری کِ ّسیٌِ ًْبیی حول یه  ٍاحهذ   ّبی ثسرگ تخای  ّبی ثبثت ًجَدُ ٍ ثرای هحوَلِ

از ًَع  C(x) تبثع غیزخطیٍاحذ هحظَ  ثِ طَرت  xّسیٌِ حول در ایي طَرت شکل زیر ثبشذ. کبلا، شجیِ 

 است.  Piecewise linear functionیب  تبثغ خطی شکستِ

 

ٍاحهذ    xijًوبیذ، یؼٌی ّسیٌِ حول  ی در هَرد ّر هجذا ٍ هقظذ طذقثٌبثرایي، در طَرتی کِ چٌیي فرض

ثبشذ، اًگبُ تبثغ ّذی ثهِ شهکل زیهر در     Cij(xij)( ثراثر j=1,2,…,nع jهقظذ  ( ثi=1,2,…,mِعثِ ازای  iاز هجذا 

 یذ.آ هی

1 1

( ) ( )
m n

ij ij

i j

f x C x
 

 

ػوَههب دارای  ّهب   ثب ایي ٍخَد، در چٌیي هسبئلی حتی اگر تبثغ ّهذی ّهن غیرخطهی ثبشهذ، هحهذٍدیت     

 ًَذ.ش یهدر چبرچَة هذ  حول ٍ ًقل خطی فرهَلِ  ّوچٌبىسبختبر ٍیژُ ای ّستٌذ کِ 

 اًتخبة تزکیت سزهبیِ گذاری ثب ثبسدُ قطعی

کهبهپیَتری کهِ ثهر هجٌهبی      ّهبی  سهرهبیِ گهراری، ههذ    ثرای هٌبست  ّبی اهرٍزُ خْت اًتخبة گسیٌِ

ثهَرس  ثبزار ثِ طَرت اثساری هتذاٍ  در خذهت هذیراى حرفِ ای  ،غیرخطی دبیِ گراری شذُ اًذ ریسی ثرًبهِ
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ٍ ّذب   هیشاى ثبسدّی سزهبیِ گذذاری ، یؼٌی دٍ عبهلسرهبیِ گراراى ثِ  سْبم درآهذُ اًذ. از آى خبیی کِ

ٍخَد دارد اّویت هی دٌّذ، لرا ترکیت سرهبیِ گراری ثبیهذ طهَری   ّب  آى خطزّبیی کِ در ثطيّوچٌیي 

اًتخبة شَد کِ تحت شرایط هَخَد، ثیي ثبزدُ سرهبیِ ٍ خطری کِ هتَخِ آى است راثطِ ثْیٌِ ای ثرقهرار  

 ثبشذ.

 َد:ش هیزیر ثیبى غیرخطی ثِ شکل  ریسی ثرًبهِرد چٌیي هسئلِ ای، هذ  در هَ

 jهؼری تؼذاد سْبم ًَع    xjًَع سْبم هختل  تحت ثررسی است ٍ هتغیر تظوین  nفرع کٌیذ کِ خریذ 

 اًحهرای هؼیهبر  ٍ  هیهبًگیي ثِ ترتیت ثیهبًگر   jµ ٍ jjδ (. چٌبًچj=1,2,…,nَِد عثِ ازای ش هیاست کِ اًتخبة 

لهرا هیهبًگیي    .(هؼری هیساى خطر در ایي سرهبیِ گراری اسهت  jjδ ع ثبشٌذ jی  ػذد از ًَع سْبم ًَع  ثبزدُ

R(x)  ٍاریبًس ٍV(x)  یذ.آ هیکل ثبزدُ سرهبیِ گراری، ثِ شرح زیر ثذست 

1

( )
n

j j

j

R x


x 

1 1

( )
n n

ij i j

i j

V x x
 

x 

است. تجبد  ثْیٌهِ ثهیي دٍ ػبههل    ّب  سرهبیِ گراریهؼیبر سٌدش خطر هدوَع  V(x) در رٍاثط ثبلا، کِ

 یرد.گ هیم ًدبا ثِ طَرت زیر در تبثغ ّذیّب  فَق، از طریق ترکیت ًوَدى آى

( ) ( ) ( )f R V x x x 

خطهر  ٍ  ثبزدُثیبًگر هیساى هطلَة تجبد  ثیي  βدر تبثغ ّذی فَق کِ ثبیذ حذاکثر شَد، ػذد غیرهٌای 

ٍ اًتخهبة   ًیسهت ایي است کِ خطر سهرهبیِ گهراری هطهرح     β=0ار است. هؼٌبی از دیذ سرهبیِ گر سرهبیِ

 سرهبیِ گراری خَاّذ ثَد. خطرًبک ثَدىثِ  زیبدثِ هؼٌبی اّویت دادى  βهقذار ثسرگ ثرای 

 یذ.آ هیغیرخطی ایي هسئلِ ثِ طَرت زیر در  ریسی ثرًبهِهذ  کبهل 
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کل ثَدخِ ای است کهِ ثهرای سهرهبیِ گهراری در ًظهر       i  ٍBػذد از سْن ًَع ی   ثیبًگر قیوت Piکِ 

گراری است کِ در هذ  فهَق ثهِ دًجهب     اهیذ ریبضی هطلَثیت سرهبیِ  فتِ شذُ است ٍ تبثغ ّذی، ّوبىگر

 ثیشیٌِ کردى آى ّستین.

 غیزخطی ریشیثزًبهِثیبى تزسیوی هسبیل 

رٍش ثهب  َاى آى را ته  ههی ی  یب دٍ هتغیهر ثبشهذ،    فقطدارای غیرخطی  ریسی ثرًبهِدر طَرتیکِ هسئلِ 

 حل کرد. هثب  زیر را در ًظر ثگیریذ. تزسیوی

ّهبی آلَهیٌیهَهی ٍ    قهبة  1رُ، داراُ سِ کبرگبُ است. در کبرگبُ تَلیذی درة ٍ دٌد: ی  شرکت هثبل

، ثهر  شیشهِ ٍ   3شَد ٍ در کبرگبُ  یّبی چَثی تَلیذ ه ، قبة2کبرگبُ  شَد. در ّبی فلسی تَلیذ هی قسوت

ثِ دًجب  تَلیذ دٍ هحظَ  خذیذ ّسهتٌذ ٍ از  ّب  شَد. هذیریت ایي کبرگبُ م هیًدباّب  سَار کردى آى ثِ قبة

هرکس تحقیق در ػولیبت خَاستِ اًذ کِ هیساى تَلیذ از ّر هحظَ  را ثب تَخِ ثِ ظرفیت کبرگبُ چٌهذ ٍاحهذ   

ای شیشِ ثب قبة چَثی است. ثب تَخِ ثِ ایي کِ ُ دٌدر 2ٍ هحظَ   ، دری ثب قبثی آلَهیٌَهی1. هحظَ  است

شَد کِ رقبثتی ثهیي ایهي    دارد، ظرفیت ایي گبرگبُ ثبػث هی 3ّر دٍ هحظَ  ثرای خَشکبری ًیبز ثِ کبرگبُ 

دٍ هحظَ  ایدبد شَد. در خذٍ  زیر سَد ّر هحظَ ، هیساى استابدُ از هٌبثغ ٍ ظرفیهت ّهر کبرگهبُ آٍردُ    

 شذُ است.
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ًشبى دٌّذُ سَد حبطل از فرٍ  در  zدر ّر دقیقِ است ٍ  2ٍ  1ثِ ترتیت تؼذاد هحظَلات  2 ٍ  1  

( ٍ decision variablesع گیزی هتغیزّبی تصوین 2 ٍ  1 ّر دقیقِ است. در ادثیبت تحقیق در ػولیبت ثِ 

z  ع تبثع ّذفراobjective functionشَد. ( گاتِ هی 

تٌْهب   1شَد کِ در ّر دقیقهِ کبرگهبُ    هظری هی 1ٍاحذ از کبرگبُ  ی ، 1ظَ  ثرای تَلیذ ّر ٍاحذ هح

1 ٍاحذ ظرفیت ثرای هحظَ  خذیذ هَخَد دارد. ایي هحذٍدیت ثِ طَرت خجهری   چْبر ًوهبیش دادُ   4 

2 2، هحذٍدیت 2شَد. ثِ طَر هشبثِ ثرای کبرگبُ شوبرُ  هی هَرد ًیبز است. ظرفیت  2ثرای هحظَ   12 

1 3شَد کهِ ثبػهث هحهذٍدیت     تَسط ّر دٍ هحظَ  استابدُ هی 3بُ کبرگ  2 2 شهَد. چهَى    ههی  18 

گیری ًبهٌای ّستٌذ ٍ ًوبیش ریبضهی آى ثهِ طهَرت     تَاًٌذ هٌای ثبشٌذ، هتغیرّبی تظوین ًویّب  هحظَ 

 1  0  ٍ 2 ثِ طَرت زیهر   ریسی خطی ایي هسئلِ شَد. ثِ طَر خلاطِ ًوبیش ریبضی هذ  ثرًبهِ هی 0 

 شَد. هی

1 2

1

2

1 2

1 2

3 5

. .

1) 4

2) 2 12

3) 3 2 18

4) 0, 0.

Max Z x x

s t

x

x

x x

x x

 





 

 
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تَاى ثرای حل آى از  است، هی 2 ٍ  1 ریسی خطی شبهل تٌْب دٍ هتغیر  ثِ دلیل ایي کِ ایي هذ  ثرًبهِ

اسهت. ّهر یه  از     2 ٍ  1 رٍ  ترسیوی ثْرُ ثهرد. ایهي شهیَُ هسهتلسم رسهن یه  شهکل ثهب هحَرّهبی          

ّهب، فاهبی هَخهِ یهب      دّذ کِ از اشتراک ایي هحهذٍدیت  هحَر دٍثؼذی را دَشش هی ّب ثخشی از هحذٍدیت

 کٌذ. را ایدبد هی zای ّستین کِ ثیشتریي هقذار ػجبرت  ثِ دًجب  ًقطِ شَد. هب ایدبد هیاهکبى دریر هسئلِ 

 

 ثهب  3ٍ  2 ّهبی  ثب ایي تابٍت کهِ هحهذٍدیت   دّذ هیرا ًشبى  ایي هسئلِشکل زیر ًوبیش ٌّذسی هذ  

2هحذٍدیت  2

1 29 5 216x x   شذُ استخبیگسیي.  ِ خهَاة ثْیٌهِ ثراثهر ثهب      در شکل زیر هشخض است که

 خَاّذ ثَد. (x1,x2;ع(2,6ع
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کي یه  خهَاة گَشهِ هَخهِ ًیسهت.      لی یردگ هیثِ ػلاٍُ، خَاة ّوچٌبى رٍی هرز هٌطقِ هَخِ قرار 

َاًست ثر ی  خَاة گَشهِ  ت هیًگبُ خَاة ثْیٌِ (، آZ=3x1+x2عهثلا   ِ تبثغ ّذی ًیس تغییر کردُ ثَدچٌبًچ

ثِ هؼٌبی آى  ٍ ثبشذ. اهب ثِ ّر حب ، ایي ٍاقؼیت کِ خَاة ثْیٌِ لسٍهب در ی  گَشِ قرار ًذارد >هَخِ هٌطق

یؼٌهی فقهط خسهتدَی    رفهت،  گ هیخطی هَرد استابدُ قرار  ریسی ثرًبهِاست کِ ًتیدِ ثسیبر هْوی کِ در 

  غیرخطی کبرسبزی ًیست. ریسی ثرًبهِگر در هَرد گَشِ هَخِ، دی ّبی خَاة

حب  فرع کٌیذ کِ هحذٍدیت خطی هثب  فَق ّوچٌبى در هسئلِ ثبقی ثبشٌذ، اهب تبثغ ّذی غیرخطی 

Z=126x1-9x1گردد. ثرای ًوًَِ، اگر 
2
+182x2-13x2

ثیبى ترسیوی هسئلِ ثهِ طهَرت    ثبشذ، در ایي طَرت 2

خَاّذ ثهَد. ایهي خهَاة ّهن رٍی ههرز هٌطقهِ هَخهِ قهرار          x2=5  ٍx1=2.666ٍ خَاة ثْیٌِ آى شکل زیر

 یرد.گ هی
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 ٍ حذی ثپردازد ّبی َاًذ تٌْب ثِ خَاةت ویً از ایي رٍ، ی  الگَریتن ػوَهی ٍ کلی ثرای ایي ًَع هسبئل

 داخلی را ثررسی ًوبیذ. ّبی ثبیذ توبم خَاة

یي است کهِ یه  خهَاة حهذاکثر     د اَش هیغیرخطی ظبّر  ریسی ثرًبهِدیچیذگی دیگری کِ در هسبئل 

ای کِ در شکل زیر ترسین شذُ  ِ، تبثغ ی  هتغیرُ. ثرای ًوًًَیستی  خَاة حذاکثر هطلق  لشٍهبًسجی 

 است را در ًظر ثگیریذ.
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دارد، در حبلی کهِ فقهط یکهی از     x=0  ٍx=2  ٍx=4یؼٌی سِ حذاکثر ًسجی  x<5>0ایي تبثغ در فبطلِ 

ٍ فقهط   x=1,3,5سِ حذاقل ًسهجی  ثِ ّویي ترتیت تبثغ دارای  است.طلق حذاکثر هخَاة  x=4یؼٌی ّب  آى

 .است x=5ی  حذاقل هطلق 

حذاکثر ًسجی عحذاقل ًسجی( را  ّبی َاًٌذ خَاةت هیغیرخطی تٌْب  ریسی ثرًبهِ ّبی کِ الگَریتن آًدباز 

خَاّذ ثَد ق ًیس حذاکثر هطل خَاة حذاکثر ًسجی تحت چِ شرایطی ثذست آٍرًذ، لرا آگبّی از ایي کِ ی 

عثب فرع داشهتي   f(x)َد کِ در هَرد تبثغ ی  هتغیری ٍ ثذٍى هحذٍدیت ش هیٍری اّویت زیبدی دارد. یبدآ

اٍ  ٍ دٍم(، ثرای اثجبت ایي کِ خَاة حذاکثر ًسجی ّوبى حذاکثر هطلق است، کهبفی اسهت کهِ     ّبی هشتق

 راثطِ زیر ثرقرار ثبشذ.

2

2
0

f
x

x


 


 

ًبهیهذُ   Concave functionیهب   تبثع هقعزاست  پبییيثؼی کِ خویذگی آى ّویشِ ثِ سوت چٌیي تب

خبیگسیي کٌین، ثِ تبثغ حبطل کِ خویذگی آى ّویشِ ثهِ   را ثب  َد. ثِ ّویي ترتیت، اگر ػلاهت ش هی

 َیٌذ.گ هی Convex functionیب  تبثع هحذة است ثبلاطری 

 

ذ کِ ّهر  کٌ هیثَدى تبثغ ّذی تاویي  هقعزغیرخطی هحذٍدیتی ًذارد،  ریسی ثرًبهٍِقتی ی  هسئلِ 

حذذاقل  ثهَدى تهبثغ ثهرای     هحذةثبشذ. ثِ طَر هشهبثِ   حذاکثز هطلقی  خَاة  حذاکثز ًسجیخَاة 

 ذ.کٌ هیکابیت  حذاقل ًسجیثَدى ّر خَاة  هطلق
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ثبشذ، آًگبُ ثرای اطویٌبى از هطلق ثَدى خَاة ًسجی ثبیذ شرط دیگری چٌبًچِ هسئلِ دارای هحذٍدیت 

 ثبشذ. یک هجوَعِ هحذة هٌطقِ هَخِرا ًیس در ًظر گرفت کِ آى 

هدوَػِ  ًکتِ: | ( )S s g b x  را در ًظر ثگیریذ. اگر تبثغ( )g x      ُی  تهبثغ هحهذة ثبشهذ، آًگهب

 ِ هحذة است. ػی  هدوَ Sهدوَػِ 

 غیزخطی ریشیثزًبهِاًَاع هسبئل 

ًَذ. ثهرخلای ًقهش رٍ    شه  ههی هختله  ظهبّر    ّهبی  ّب ٍ قبلهت  غیرخطی در شکل ریسی ثرًبهِهسبئل 

غیرخطهی را حهل    ریهسی  ثرًبهِالگَریتوی کِ ثتَاًذ ّوِ ًَع هسبئل  ّیچخطی،  ریسی ثرًبهِسیوپلکس در 

هختلای ثرای حل ثسیبری از ایي هسبئل تَسؼِ یبفتِ اًذ. در ثخش  ّب ثب ایي ّوِ، الگَریتن. ًذاردکٌذ، ٍخَد 

، ثذٍى هحهذٍدیت ًَذ کِ شبهل ثْیٌِ سبزی ش هیغیرخطی هؼرفی  ریسی ثرًبهِثؼذی، هْوتریي اًَاع هسبئل 

است ٍ ثرای ّر ی  رٍ  ّهبی حلهی    غیرهحذة ریسی ثرًبهٍِ  هحذة ریسی ثرًبهِ، ثْیٌِ سبزی ثب هحذٍیت

 ارایِ هی شَد.

 ثْیٌِ سبسی ثذٍى هحذٍدیت

ّوبى طَر کِ از ًبهشبى ثر  Unconstrained optimizationیب  ثْیٌِ سبسی ثذٍى هحذٍدیتهسبئل 

اسهت. شهرط    x=(x1,x2,…,xn) یثهبزا  f(x)حذاکثر کردى تبثغ  ّب  یذ ّیچ هحذٍدیتی ًذارًذ، لرا ّذی آىآ هی

x*ایي کِ خَاة هشخظی هبًٌذ  x   تبثغ در( )f x     )کهِ در ًقطهِ    ثیشیٌِ است عثهِ شهرط هقؼهر ثهَدى

*x x .راثطِ زیر ثرقرار ثبشذ 

0 * 1,2,...,
i

f
j n

x




   x x 

هؼبدلهِ ای حبطهل از هسهبٍی طهار      nکبفی است کِ خَاة دسهتگبُ   x ثردار ثرای ثذست آٍردى هقذار

)ی هحبسجِ شَد. هتبسابًِ، در هَرد تَاثغ غیرخطی هشتق خسی nقراردادى  )f x    چٌیي هؼهبدلاتی ًهِ تٌْهب ،

ثؼذی دیذا کهردى راُ حهل    ّبی است. در ثخش ًبهوکيغبلجب غیرخطی ّستٌذ، ثلکِ حل دستگبُ حبطل ًیس 
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هسبئل دیگر کِ حتی دارای  ًقش هْوی در حل ثسیبری از اًَاعّب  َد. ایي فرایٌذش هیتشریح ّب  ایي دستگبُ

حل هسبئل هحذٍدیت دار غیرخطی طَری  ّبی ٌذ، زیرا ثسیبری از الگَریتنکٌ هیهحذٍدیت ّن ّستٌذ ثبزی 

 تجذیل شًَذ. ثذٍى هحذٍدیتَاًٌذ ثِ ی  هسئلِ ثْیٌِ سبزی ت هیطراحی شذُ اًذ کِ در ّر تکرار 

چٌبًچِ هتغیر 
jx 0 ت غیرهٌایدارای هحذٍدیjx  ظهری در یهبفتي   ثبشذ، در ایي طَرت تغییر هخت

 یرد.گ هیًقطِ ثْیٌِ ثِ طَرت زیر طَرت 

*

*

0 * 0

0 * 0

j

jj

if xf

if xx





  

  

x x

x x
 

 ًوبیش گرافیکی راثطِ ثبلا در شکل زیر آٍردُ شذُ است.

 

ذ هتغیرُ ثذٍى هحذٍدیت ارایِ راُ حل ایي گًَِ ثْیٌِ سبزی در دٍ ثخش ثْیٌِ سبزی ی  هتغیرُ ٍ چٌ

 َد.ش هی

 ثْیٌِ سبسی تَاثع یک هتغیزی ٍ ثذٍى هحذٍدیت

آزهبیشی را دًجب   ّبی ّبی خستدَ، سلسلِ ای از خَاة فرایٌذ خستدَی ی  ثؼذی ًظیر سبیر فرایٌذُ

 َد. در ّر تکرار، از خهَاة آزهبیشهی فؼلهی شهرٍع کهردُ ٍ ثهب یه        ش هیذ کِ ثِ خَاة ثْیٌِ هٌتْی کٌ هی

 ّستین. سبسی حذاکثزدر هجبحث دیشرٍ ثِ دًجب   خستدَی هٌظن، ی  خَاة آزهبیشی ثْتر را هی یبثذ.

شیت یب ّوبى  ثَدىفرایٌذ خستدَی ی  ثؼذی ثراسبس ی  ًکتِ سبدُ، یؼٌی تشخیض هثجت یب هٌای 

د کهِ ثهرای   َش هیشذُ است. ثب داًستي ایي هَضَع هؼلَم  ِهشتق تبثغ در ًقطِ خَاة آزهبیشی فؼلی سبخت
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از خهَاة   آزهبیشی ثَد یهب کهَچکتر   ی ثسرگتر از خَاةحرکت ثِ طری ی  خَاة ثْیٌِ، آیب ثبیذ ثذًجب  خَاث

 x کِ خهَاة ثْیٌهِ از خهَاة فؼلهی     دّذ هی. از ایي رٍ، هثجت ثَدى هشتق ثبزای خَاة فؼلی ًشبى آزهبیشی

آزهبیشهی ثؼهذی    ّهبی  ثهرای خهَاة   یٌیحذ پبیَاًذ ی  ت هیقجلی  xثسرگتر است. ثٌبثرایي در چٌیي حبلتی 

ثهرای خهَاة ثْیٌهِ اطهلی      حذ ثبلای    *xثبشذ. ثِ ّویي ترتیت، چٌبًچِ هشتق هٌای شَد، خَاة ثْیٌِ 

 خَاّذ شذ.

 ین.کٌ هیختظبر، از تؼبری  زیر استابدُ ا ثرای ثیبى ایي فرآیٌذ ثب

x   خَاة آزهبیشی فؼلی 

x  حذ دبییٌی ثرای*x  

x  حذ ثبلایی ثرای*x  

  فبطلِ خطبی قبثل گرشت ثرای*x 

ذ ٍخَد دارد، اهب در رٍ  سهبدُ زیهر کهِ    قَاػذ هٌطقی گًَبگًَی ثرای اًتخبة ی  خَاة آزهبیشی خذی

در اداههِ   َد.شه  هیَد. ّر ثبر ًقطِ ٍسط دٍ حذ اًتخبة ش هیًبهیذُ  Midpoint ruleیب  ًقطِ ٍسطقبعذُ 

 َد.ش هیخلاطِ فرایٌذ خستدَی ی  ثؼذی ارایِ 

 خلاصِ فزآیٌذ جستجَی یک ثعذی

ٍ ثبلایی را ثب رٍ  خستدَ عثب دیذا کردى دٍ ییذ. ی  حذ دبییٌی را هشخض ًوب هقذار  قذم اثتذایی:

 َاة آزهبیشی اثتذایی ػجبرت است از:ثِ ترتیت هثجت ٍ هٌای ثبشذ( دیذا کٌیذ. خّب  کِ هشتق آى xهقذار 

2

x x
x


  

 قذم تکزاری: 
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xدر ًقطِ  -1 x   هقذار( )df x

dx
 را هحبسجِ کٌیذ.   

)اگر  -2 )
0

df x

dx
  ثبشذ، هقذار حذ دبییٌی را ثراثر ثبx   قرار دّیذ یؼٌیx x   

)اگر  -3 )
0

df x

dx
  ثبشذ، هقذار حذ ثبلایی را ثراثر ثبx  دّیذ یؼٌی  قرارx x   

خَاة آزهبیشی خذیذ ثراثر ثب  -4
2

x x
x


  .است 

)اگر  دستَر تَقف: ) 2x x    ثبشذ، یؼٌی خَاةx   ِخذیذ در فبطل  از*x  رار دارد. در ایهي  قه

 ثبزگردیذ. قذم تکزاریکٌیذ. در غیر ایي طَرت ثِ  تَقفطَرت، 

 تبثغ زیر را در ًظر ثگیریذ. هثبل:

4 6( ) 12 3 2f x x x x   

 فرع کٌیذ ثخَاّین هقذار حذاکثر تبثغ فَق کِ در شکل زیر ًشبى دادُ شذُ است را ثذست آٍرین.

 

 از: اٍ  ٍ دٍم ایي تبثغ ػجبرست ّبی هشتق
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3 5

2
2 4

2

( )
12(1 )

( )
12(3 5 )

df x
x x

dx

d f x
x x

dx

  

  

 

َاى از فرایٌهذ خسهتدَی   ته  هیی  تبثغ هقؼر است ٍ  f(x)چَى هشتق دٍم ّویشِ هقذار هٌای دارد لرا 

0xی  ثؼذی ثرای دیذا کردى حذاکثر آى استابدُ کرد. در ًظر ثگیریهذ     ٍ2x      ًقطهِ ٍسهط یؼٌهی .

1x       0.01ین. فبطهلِ قبثهل گرشهت را ثراثهر ثهب      کٌه  ههی ثِ ػٌَاى خَاة آزهبیشهی اثتهذایی اًتخهبة   

)یرین. ثٌبثرایي در تکرار ًْبیی لازم است داشتِ ثبشین گ هی )
0.01

2

x x
  خَاة ًْبیی را ًقطِ ٍسط ایي ٍ

یذ در خهذٍ   آ هیی کِ ثراسبس فرایٌذ خستدَی ی  ثؼذی ثذست ّبی ن. سلسلِ خَاةیریگ هیثبزدُ در ًظر 

 زیر آهذُ است.

 

*ثب تَخِ ثِ خَاة ثبلا، خَاة ثْیٌِ ثراثر ثب  0.82812 0.84375
0.836

2
x


   َد.ش هی 
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 ثْیٌِ سبسی هسبئل چٌذ هتغیزُ ثذٍى هحذٍدیت

)اکٌَى حذاکثر کردى تبثغ  )f x      1کِ تبثؼی هقؼهر از چٌهذ هتغیهر 2( , ,..., )nx x x x    اسهت ٍ ّهیچ

 ّهبی  هحذٍدیتی ّن در هَرد هقبدیر هَخِ آى ٍخَد ًذارد را در ًظر ثگیریذ. از هسبٍی طار قراردادى هشتق

ثْیٌگی است. چٌبًچهِ   لاسم ٍ کبفیردد کِ حل آى شرط گ هیخسیی ایي تبثغ، ی  دستگبُ هؼبدلات حبطل 

تگبُ ثب رٍ  تحلیلی هیسر ًجبشذ، لاخرم ثبیذ ی  فرایٌذ خستدَی ػذدی ثرای حل آى ثِ کبر گرفتِ ایي دس

َاى رٍ  خستدَی ی  هتغیری ثخهش قجهل را ثهِ    ت هیَد ایي است کِ چگًَِ ش هیشَد. سَالی کِ هطرح 

 ایي هسئلِ ًیس تؼوین داد؟

xدر ثخش قجلی ثب افسایش یهب کهبّش هقهذار              از خهَاة آزهبیشهی فؼلهی ثهِ خهَاة ثؼهذی حرکهت ،

ذ. ّذی ًْبیی، رسیذى ثِ ًقطهِ ای ثهَد کهِ    ش هیکردین. خْت حرکت از طریق ػلاهت هشتق هشخض  هی

َد ش ویهقذار هشتق آى ثراثر طار ثبشذ. در هسئلِ تبثغ چٌذ هتغیری، حرکت ًقطِ تٌْب ثِ دٍ خْت هحذٍد ً

 آٌّذ  ًسذجی تغییذزا    ری حرکت ًوبیذ، کهِ ّهر کهذام، هتٌهبظر ثهب      ثیشوب ّبی َاى در خْتت هیثلکِ 

رسهیذى ثهِ ًقطهِ ای اسهت کهِ توهبم هقهبدیر        . ّذی از ایي کبر ًیهس در ًْبیهت،   هتغیرّبی هرثَطِ ّستٌذ

خسیی آى ثراثر ثب طار ثبشذ. از ایي رٍ، ثرای تؼوین رٍ  خستدَی ی  هتغیری اثتذا ثبیذ خْهت   ّبی هشتق

هفْذَم  خسیی هشخض سبخت. ثرای اًتخهبة خْهت حرکهت، ثهب      ّبی از هقبدیر هشتقحرکت را ثب استابدُ 

 سرٍکبر خَاّین داشت. گزادیبى

ِ    f(x)َد تبثغ ش هیاز آى خبیی کِ فرع  دارای ثهردار گرادیهبى    x هبًٌهذ  هشتق دریر است، لرا ّهر ًقطه

)خَاّذ ثَد کِ ثِ طَرت  )f x   ُر هشخض، در ًقطِ َد. ثِ طَش هیًشبى دادx x     گرادیهبى ثهرداری

xقطِ ثبشذ ثِ طَری کِ ثِ ازای ًخسیی تبثغ در ایي  ّبی است کِ ػٌبطر آى هشتق x   

1 2

( ) , ,...,
n

f f f
f x x x

x x x

   
    

   
 

ای حرکهت در خْهت   ، ثهِ از xهیساى تغییرات تبثغ در ًقطهِ   حذاکثزست کِ ا اّویت گرادیبى از آى رٍ

ردد. ثرای ثیبى ٌّذسی ایي هاَْم، خْت گرادیبى را خْت دبرُ خطی ثگیریذ کهِ هجهذا   گ هیگرادیبى حبطل 
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هختظبت را ثِ ًقطِ 
1 2

, ,...,
n

f f f

x x x

   
 
   

هتظل هی سبزد ٍ هقذار  
j

f

x




ًیس ثِ ازای  

j jx x    ِهحبسهج

کِ ّذی هسئلِ دیذا کردى خَاة هَخْی است کِ تبثغ ّذی را حذاکثر کٌذ، لرا ثِ ًظر هی  آًدب َد. ازش هی

 رسذ چٌبًچِ حتی الاهکبى در خْت گرادیبى حرکت کٌین زٍدتر ثِ هقظذ ثرسین.

ثبیذ در اثتذا ثبثت کرد کهِ تهبثغ ّهذی     ثرای تاویي یبفتي خَاة ثْیٌِ خْبًی در حبلت ثیشیٌِ سبزی،

 هحذذة طَرتی کِ ثِ دًجب  کویٌِ سبزی تبثغ ّذی ثبشین ثبیذ ًشبى دادُ کِ تهبثغ ّهذی    است. در هقعز

 ین.کٌ هیثِ طَرت زیر ػول  f(x)است. ثرای ًشبى دادى هقؼر ثَدى تبثغ 

َد. ایهي ههبتریس   ش هیدر اثتذا هبتریس ّسیبى ثِ طَرت زیر هحبسجِ  تشکیل هبتزیس ّسیبى: -1

 است. f(x)آى ثِ تؼذاد هتغیرّبی تبثغ  ّبی هرثؼی است ٍ تؼذاد سطر یب ستَى

2 2 2

2

1 1 2 1

2 2 2

2

2 1 2 2

2 2 2

2

1 2

( ( ))

n

n

n n n

f f f

x x x x x

f f f

H f x x x x x x

f f f

x x x x x

   
 

    
 
   
 

      
 
 

   
      

  

0Txاگر  تعییي هٌفی هعیي ثَدى یب ًیوِ هٌفی هعیي ثَدى: -2 H x      ثبشهذ آًگهبُ ههبتریسH 

0Txاست ٍ اگر  هٌای هؼیي H x   است.ًیوِ هٌای هؼیي 

ًیوِ هؼهیي هثجهت یهب هؼهیي      Hکبفی است ًشبى دّین کِ هبتریس  f(x)ثرای هحذة ثَدى تبثغ  ًکتِ:

 هثجت است.

 رٍش جستجَی گزادیبى

رٍ  خستدَی گرادیبى یکی از رٍ  ّبی حل ثرای ثْیٌِ سبزی ثذٍى هحذٍدیت ثب چٌذ هتغیر اسهت.  

 کِ هحذٍدیتی در هسئلِ ٍخَد ًذارد، ثٌبثرایي ثِ ًظهر ههی رسهذ کهِ حرکهت در خْهت گرادیهبى        از آى خب
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َاًذ ی  رٍ  کبرا ثبشذ. ایي حرکت آًقذر اداهِ هی یبثذ تب ثبلاخرُ خَاة ثْیٌِ حبطل شَد کِ در ایهي  ت هی

در خْت گرادیبى طجیؼتب ػولی ًیست، زیهرا   xًقطِ هقذار گرادیبى ثراثر ثب طار است. ٍلی تغییر هذاٍم هقذار 

َد کهِ حرکهت از خهَاة    شه  هییشٌْبد َد. ثِ خبی چٌیي رٍیکردی، دش هیایي کبر ثبػث تغییر دائوی خْت 

افسایش ههی یبثهذ تهَقای     f(x)فؼلی در خْت ثذست آهذُ از خَاة فؼلی شرٍع گردد ٍ تب ٌّگبهی کِ هقذار 

َد تب خْت حرکت ثؼذی هشخض گردد. ثب ایي رٍیکهرد،  ش هیطَرت ًگیرد. در ایٌدب گرادیبى هدذد هحبسجِ 

xّر تکرار شبهل تغییر خَاة فؼلی    .ثِ شرح زیر است 

* ( )x x t f x    

 ذ یؼٌیکٌ هیکِ راثطِ زیر را حذاکثر   tهقذار هثجت  t*کِ هقذار 

*

0
( ( )) max ( ( ))

t
f x t f x f x t f x


        

)ػجبرت  ًکتِ: ( ))f x t f x    ّوبى تبثغ( )f x :ثِ ازای هقبدیر زیر است 

1,2,...,j j

j x x

f
x x t j n

x


 
   

  

 

ػجبرت فَق فقط شبهل 
jx  هقبدیر ثبثت ٍt  ِاست ٍ در ًتید( )f x  تبثؼی ی  هتغیری ازt  .خَاّذ شذ

گهردد،   صذفز ثب ی  تقریت قبثل قجَلی ثراثر ثهب   اداهِ هی یبثذ کِ هقذار گرادیبى آًدبتکرارّبی ایي رٍ  تب 

ین کهِ داشهتِ   کٌه  ههی در ًظر گرفتِ شَد، در ایي طَرت هَقؼی تَق   یؼٌی اگر فبطلِ قبثل قجَ  ثراثر ثب 

 ثبشین: 

1,2,...,
j

f
j n

x


 
  

  

 

را در  fیؼٌهی هقهذاری کهِ تهبثغ      t*در رٍ  خستدَی گرادیبى، هشکل تریي قسوت ّر تکرار تؼیهیي  

xکِ هقبدیر  آًدبخْت ثردار گرادیبى حذاکثر کٌذ خَاّذ ثَد. از    ٍ( )f x     هشخض ّستٌذ ٍ تهبثغ ًیهس
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یه  هتغیهری تجهذیل     هقؼر استعهشتق دٍم ًبهثجت است(، لرا حل هسئلِ ثِ حذاکثر کردى ی  تبثغ هقؼهر 

 َد.ش هیَد. از ایي رٍ، ثرای حل آى از رٍ  خستدَی ی  هتغیری کِ در ثخش قجل ارایِ شذ استابدُ ش هی

 خلاصِ رٍش گزادیبى

xٍ ی  خَاة اثتذایی  هقذار  قذم اثتذایی:   ِثرٍیذ. دستَر تَقفرا تؼییي کٌیذ. ث 

 :ذم تکزاریق

)تبثغ  -1 ( ))f x t f x    را ثِ طَرت تبثؼی ازt   ثیبى کٌیذ. ایي کبر را ثب قهرار دادىx  

 یرد.گ هیم ًدباثِ طَرت زیر 

1,2,...,j j

j x x

f
x x t j n

x


 
      

 

 سپس ایي ػجبرت در f x  َُد.ش هیقرار داد 

کهِ تهبثغ    t*از رٍ  خستدَی ی  هتغیهری یهب هشهتق گیهری، هقهذار      ثب ثْرُ گیری  -2

( ( ))f x t f x    را ثِ ازای توبهی هقبدیر غیرهٌایt  ذ تؼییي ًوبییذ.کٌ هیحذاکثر 

3- x   را ثراثر ثب* ( )x t f x    ِثرٍیذ. قفدستَر تَقرار دّیذ. ث 

xدر ًقطِ  دستَر تَقف: x  .هقذار گرادیبى را هحبسجِ کٌیذ. اگر راثطِ زیر ثرقرار ثَد تَق  کٌیذ ، 

1,2,...,
j

f
j n

x



 


 

xهقذار فؼلی    ثب تقریت  َثبزگردیذ. قذم تکزاررت، ثِ خَاة ثْیٌِ است. در غیر ایي ط 

 هسئلِ دٍ هتغیری زیر را در ًظر ثگیریذ هثبل:

2 2

1 2 2 1 2( ) 2 2 2Max f x x x x x x    
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 َد.ش هیثِ طَرت زیر  1x  ٍ2xهشتقبت خسیی ثر حست 

2 1

1

1 2

2

2 2

2 2 4

f
x x

x

f
x x

x


 




  



 

َاى ًشبى داد کِ تبثغ ت هیثِ راحتی  f x  .هبتریس ّسیبى تبثغ ی  تبثغ هقؼر است f x  ثِ طَرت

 َد.ش هیزیر 

2 2

2 4
H

 
  

 
 

ًشبى دادى ایي کِ تبثغ ثرای  f x  هقؼر است کبفی است ًشبى دّین کِ هبتریسH  ًیوِ هؼیي هٌای

0Txاست. ثرای ایي هٌظَر ثبیذ ًشبى دادُ کِ یب هؼیي هٌای  H x  :لرا دارین . 

   1 1

1 2 1 2 1 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 2 1 1 2 2 2 1 2 2

2 2
, 2 2 ,2 4

2 4

2 2 2 4 2( 2 ) 2 2( ) 2 0

T
x x

x H x x x x x x x
x x

x x x x x x x x x x x x x x

     
        

     

              

 

لرا تبثغ را ثرآٍردُ کردُ استًیوِ هؼیي هٌای شرط  Hثب تَخِ ثِ ایي کِ هبتریس  f x  .هقؼر است 

x(0,0)رٍ  خستدَی گرادیبى را از    خسیهی ثهِ    ّهبی  ین. چَى در ایهي ًقطهِ هشهتق   کٌ هیشرٍع

 ترتیت ثراثر ثب طار ٍ دٍ است، لرا گرادیبى ثراثر ثب 

(0,0) (0,2)f  

 ین.کٌ هیخَاّذ ثَد. حب ، اٍلیي تکرار را ثِ ترتیت زیر شرٍع 

1

2

0 (0) 0

0 (2) 2

x t

x t t

  

  
 

آًگبُ هقبدیر فَق را در تبثغ  f x  ن.دّی هیقرار 



 www.behinehyab.com        نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

21 

 

2 2

2

( ( )) (0,2 ) 2(0)(2 ) 2(2 ) (0) 2(2 )

4 8

f x t f x f t t t t

t t

       

 
  

 ثب تَخِ ثِ ایٌکِ

 * 2

0 0
(0,2 ) max (0,2 ) max 4 8

t t
f t f t t t

 
   

 ٍ ّوچٌیي

 2 * 1
4 8 4 16 0

4

d
t t t t

dt
      

 ٍرین.آ هیثٌبثرایي، خَاة خذیذ را ثذست 

1 1
(0,0) (0,2) (0, )

4 2
x     

 َد.ش هیزیر  در ایي خَاة خذیذ، گرادیبى ثرای ایي خَاة ثِ طَرت

1
(0, ) (1,0)

2
f  

 ثٌبثرایي در تکرار دٍم:

1 1
(0, ) (1,0) ( , )

2 2
x t t   

 دس دارین:

2 2

2

1 1 1 1 1
( ( )) (0 , 0 ) ( , ) (2 )( ) 2( ) 2( )

2 2 2 2 2

1

2

f x t f x f t t f t t t

t t

          

  

 

 ثب تَخِ ثِ ایٌکِ:
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* 2

0 0

2

1 1 1
( , ) max ( , ) max

2 2 2

1 1
1 2 0

2 2

t t
f t f t t t

d
t t t t

dt

 

 
    

 

 
       

 

 

 لرا خَاة خذیذ را ثِ طَرت زیر دارین.

 
1 1 1 1

0, 1,0 ,
2 2 2 2

x
   

      
   

 

، (0.75,0.75)، (0.5,0.75)ثؼههذی ثههِ طههَرت  ّههبی اداهههِ دّههین، خههَاةچٌبًچههِ ایههي فرآیٌههذ رٍ 

کهِ در شهکل    ذکٌ هیهیل  (1,1)ثِ خَاة ّب  یٌذ. ایي خَاةآ هیثذست  (0.875,0.875)، ٍ (0.75,0.875)

 است.زیر ایي رًٍذ ًشبى دادُ شذُ 

 

در طَرتی کِ  ًکتِ: f x   ههذ کهِ   ًدبا  هی حذاکثز ًسجیهقؼر ًجبشذ، استابدُ از ایي رٍ  ثِ ی

 لسٍهب حذاکثر هطلق ًیست.
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تبثغ  هسئلِ حذاقل کزدىچٌبًچِ ّذی  کتِ:ً f x  ثبشذ، در ایي طَرت در ّر تکرار ثبیذ در خْت

یبى حرکت کرد. ثِ ػجبرت دیگر، ثرای دیذا کردى خَاة ثؼذی ثبیذ ًقطِ ثؼذی را ثِ طهَرت زیهر   گراد هٌفی

 خبیگسیي کٌذ.

* ( )x x t f x     

 ثْیٌِ سبسی ثب هحذٍدیت

ثب غیرخطیعثب تَاثغ هشتق دریر(  ریسی ثرًبهِدر ایي ثخش ثِ چگًَگی تشخیض خَاة ثْیٌِ ی  هسئلِ 

 زین. دردا هیهحذٍدیت 

 تبکز-شزایط ثْیٌگی کبى

ثب هحذٍدیت  ثْیٌِ سبزی هسبئل Kuhn-Tucherیهب   تبکز-شزایط کبىکِ ثِ کلی ثْیٌگی ثرای  شرایط

 َد.ش هیثِ طَرت زیر ثیبى 

1فرع کٌیذ کِ تَاثغ هشهتق دهریر    قضیِ: 2( ), ( ), ( ),..., ( )mf x g x g x g x     در اختیهبر اسهت. در ایهي

 َاًذ ثْیٌِ ثبشذ: ت هیخَاة زیر  طَرت

* * * *

1 2( , ,..., )nx x x x 

1ػذد  mثِ شرط آى کِ ثتَاى  2, ,..., mu u u .یبفت کِ در شرایط زیر طذق ًوبیٌذ 

 

1

*

1

*

*

*

1) 0 1,2,...,

2) 0 1,2,...,

3) ( ) 0 1,2,...,

4) ( ) 0 1,2,...,

5) 0 1,2,...,

6) 0 1,2,...,

m
i

i

ij j

m
i

i j

ij j

i i

i i i

j

i

gf
u j n

x x

gf
u x j n

x x

g x b i m

u g x b i m

x j n

u i m






   

 

 
       

   

   

  

  




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 .فقط هَخِ ثَدى خَاة رٍ هَرد ثررسی قرار هی دٌّذ 5ٍ  3شرایط 

 شرایط فَق، فابی اهکبى دریر ثَدى کبفیثرای ثْیٌِ ثَدى است ٍ ثرای لازم شرایط فَق، شرط  ًکتِ:

 ثبشذ. هقعزٍ تبثغ ّذی  هحذةثبیذ 

ثِ طَرت   Sفابی اهکبى دریر  :یبدآٍری | ( ) ,iS x g x b i     َد. هدوَػِ ش هیتؼریS   یه ،

)هدوَػِ هحذة است اگر تَاثغ  )ig x  .هحذة ثبشٌذ 

 زیر را در ًظر ثگیریذ. غیرخطی دٍ هتغیری ریسی ثرًبهِهسئلِ  هثبل:

1 2

1 2

1 2

( ) ln( 1)

. . 2 3

0, 0.

Max f x x x

s t x x

x x

  

 

 

 

1mدر ایي هسئلِ    ،1 1 2( ) 2g x x x   ِ1ٍ در ًتید( )g x  هحذة استعتبثغ خطی ّن هحذة

ثَدى  هقؼرثرای ًشبى دادى  است ٍ ّن هقؼر(. f x َین.کٌ هیرت زیر ػول ثِ ط 

 

2

11 2

2
2 1 11 1

11 2 2 2

2 21 1

1
0

( 1)( ) ln( 1) ( ( ))

0 0

1
0

( 1)0 , 0 0
( 1) ( 1)

0 0

T

xf x x x H f x

x xx x
xx H x x x

x xx x

 
     
 
  

 
                     

  

  

 لرا f x .تبکر دارین.-ثب تَخِ ثِ شرایط کبى هقؼر است 
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 

 

1

1

1 1

1

1

2 1

1 2

1 1 2

1 2

1

1
1( ) 2 0

1

1
2( ) 2 0

1

1( ) 1 0

2( ) 1 0

3 2 3

4 2 3 0

5 0, 0

6 0.

a u
x

a x u
x

b u

b x u

x x

u x x

x x

u

 


 
  

 

 

 

 

  

 



 

 ین.کٌ هیثرای حل ایي شرایط ثِ طَرت زیر ػول 

)1از شرط  )b  ِ1َد کِ ش هیًتید 1u   1. از 0x   ِراثط
1

1
1

1x



1َد. ش هیًتیدِ   1u   ثِ هؼٌبی

آى است کِ 
1

1

1
2 0

1
u

x
 


)2ٍ در ًتیدِ از شرط   )a  ِ1راثط 0x   ثهب رٍ  هشهبثِ از   یهذ.  آ ههی ثذست

1ٍ ثب تَخِ ثِ ایي کِ  4شرط  1u   ِ1َد کِ ش هیاست، ًتید 22 3 0x x    2ٍ لرا دارین 3x . 

تهبکر  -در هَرد هسبئل دیچیذُ تر، ثذست آٍردى ی  خَاة ثْیٌهِ کهِ هسهتقیوب از شهرایط کهبى      ًکتِ:

 ر غیرهوکي ًجبشذ حذاقل ثسیبر دشَار است.یذ اگآ هیثذست 

  ایي شرایط ی  راٌّوب ثرای ثرای تشخیض ثْیٌِ ثَدى ی  خَاة دیشٌْبدی است. ًکتِ:

 خطی ّبی ثْیٌِ سبسی ثب هحذٍدیت

کهبهلا در  ّهب   آى ّهبی  خطهی ایهي اسهت کهِ هحهذٍدیت      ّبی هشخظِ هسبئل ثْیٌِ سبزی ثب هحذٍدیت

) ّبی توبم تَاثع هحذٍدیتیرًذ ثِ طَری کِ گ هیخطی قرار  ریسی ثرًبهِچبرچَة  )ig x ّستٌذ،  خطی

خطی  ریسی ثرًبهِاست. هسئلِ ای کِ فقط ثب ی  تبثغ غیرخطی رٍی هٌطقِ هَخِ  تبثع ّذف غیزخطیاهب 

ذی َد. ثهرای حهل تَاثهغ ّه    شه  هیغیرخطی سبدُ تر  ریسی ثرًبهِسرٍکبر داشتِ ثبشذ، ًسجت ثِ سبیر هسبئل 

شهذُ  خطی استَار است، تَسهؼِ یبفتهِ    ریسی ثرًبهِثر تؼوین ّب  خبطی کِ اسبس آى ّبی غیرخطی الگَریتن

  است.
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  َد ی  حبلت خبص هْن از ایي ًَع است.ش هیکِ در زیر هطرح کَادراتیک ریشیزًبهِث

 کَادراتیک ریشی ثزًبهِ

 ثغ ّهذی خطی ّستٌذ، اهب تهب ّب  کَادراتی  ّوِ هحذٍدیت ریسی ثرًبهِدر  f x   کَادراتیذک ثبیهذ 

خطی ایي است کِ ثؼای از ػجبرات تبثغ ّذی یب ثهِ   ریسی ثرًبهِثبشذ. ثٌبثرایي، تٌْب تابٍت آى ثب ی  هسئلِ 

 دٍ هتغیر ّستٌذ. حبصلضزةی  هتغیر ٍ یب  هجذٍرطَرت 

َد اّویهت  ش هیاز هسبئل ػلوی ظبّر کِ در فرهَلِ کردى ثسیبری  کَادراتی  ثِ ٍاسطِ آى ریسی ثرًبهِ

 یرد.گ هیزیبدی دارد. ثرای ًوًَِ، هسئلِ سرهبیِ گراری ثب ثبزدُ قطؼی در چبرچَة ایي هذ  قرار 

 است ثِ ًحَییکِ: xکَادراتی  ّذی دیذا کردى هقذار ثردار  ریسی ثرًبهِدر هسئلِ 

1
( )

2

0

TMax f x cx x Q x

Ax b

x

 





 

 ػلاههت تراًْهبدُ ههبتریس اسهت.      Tههبتریس ٍ   Q  ٍAی ستًَی، ثردارّب x  ٍbی  ثردار سطری،  cکِ 

ضرایت 
ijq  عػٌبطر هبتریسQ ٍ هقبدیر ثبثتی ّستٌذ )

ij jiq q .است 

هتؼذدی ثرای حبلت خبطی کِ تبثغ ّذی هقؼر است، تَسؼِ یبفتِ است کهِ در ایٌدهب ثهِ     ّبی الگَریتن

ذ ثسهیبر  کٌه  ههی استابدُ  رٍش سیوپلکسزین. چَى ایي الگَریتن از دردا هیّب  ز ایي الگَریتنتشریح یکی ا

 هتذاٍ  است.

رهَلهِ کهردى   ، اٍلهیي قهذم ف   The modified simplex methodیب  سیوپلکس تغییز یبفتِدر رٍ  

 تبکر است. ی  راُ آسبى ثرای ثیبى ایي شرایط ػجبرت است از:-شرایط کبى

0 0 0 0

0.

T T

T T

Qx A u y c

Ax v b

x u y v

x y u v

  

 

   

 
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َد ثهِ  شه  هیخطی است ٍ هسئلِ تجذیل  ریسی ثرًبهِثِ غیر از هحذٍدیت آخر، سِ هحذٍدیت ثبلا ّوبى 

را ثبیذ ثِ ًحهَی در آى  آخر  خطی کِ در آى هحذٍدیت ریسی ثرًبهِدیذا کردى ی  خَاة اسبسی هَخِ ی  

َد. ثهرای  شه  ههی گاتهِ   هتغیزّبی هکول،  u  ٍvّوچٌیي هتغیرّهبی   x  ٍyثِ هتغیرّبی  لحبظ کرد.

 ثرقرار هحذٍدیت تکویلی، اهکبى هثجت ثَدى هتغیرّبی هکول ٍخَد ًذارد.

0Tcدر طَرتیکِ    ٍ0b  ذ، هتغیرّبی اسبسی ّوبى ػٌبطر ثبشy   ٍv  ّستٌذ کِ ثِ طَرت زیر

 َد:ش هی

0, 0, ,Tx u y c v b     

هؼبدلهِ ای کهِ در آى    ثب افسٍدى ی  هتغیر هظهٌَػی ثهِ ّهر   در طَرتیکِ شرط فَق ثرقرار ًجبشذ، ثبیذ 

0jc   0یبib  ِ0ثبشذ هسئلِ را تغییر داد. در حبلتی کjc      1ثبشذ، ثب افهسٍدى هتغیهر هظهٌَػیz   ِثه

0ibسوت چپ ٍ در حبلتی کِ    2ثب تاریق هتغیر هظٌَػیz  وت چپ ٍ سپس ضرة کهردى آى در  از س

را ثِ ػٌَاى هتغیر اسبسی هؼرفی  1z  ٍ2zَاى هتغیرّبی هظٌَػی ت هییذ. در ایي حبلت آ هیثذست  1-ػذد 

طهار   ًَذ لهرا هقهذار  ش هیغیراسبسی  u  ٍxکرد. ثب در ًظر گرفتي ایي هتغیرّبی هظٌَػی، چَى هتغیرّبی 

اى از فهبز یه  رٍ    َته  ههی ثهرای حهری ایهي دٍ هتغیهر      یرًذ ٍ هحذٍدیت تکویلی ثرقرار خَاّذ ثهَد. گ هی

فذبس  استابدُ کرد ٍ ی  خَاة اسبسی هَخِ اثتذایی ثرای هسئلِ دیذا کرد. تهبثغ ّهذی    سیوپلکس دٍ فبس

 َد:ش هیثِ طَرت زیر  یک

j

j

Min Z z 

خطی کِ شبهل هتغیرّبی هظٌَػی ًیس ّستٌذ، تٌْب تغییری کِ  ریسی ثرًبهِ ّبی در راثطِ ثب هحذٍدیت

 ردد.گ هیم ًدبااست کِ ثِ طَرت زیر  هتغیز اسبسی ٍرٍدیثبیذ در ًظر گرفتِ شَد ًحَُ اًتخبة 

در حب  حبضر اسبسهی اسهت را ثهِ    ّب  آى هتغیز هکولکِ  هتغیرّبی غیراسبسی قبعذُ ٍرٍد هحذٍد:

. از ثیي سبیر هتغیرّبی غیراسبسی، طجهق ضهبثطِ هتهذاٍ  رٍ     ًکٌیذرٍدی اًتخبة ػٌَاى هتغیر اسبسی ٍ

 سیوپلکس، هتغیر اسبسی ٍرٍدی را هشخض کٌیذ.
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َد کِ در طَ  اخرای الگَریتن، هحذٍدیت تکویلی ّوَارُ ثرقرار ثبشهذ. ٌّگهبهی   ش هیقبػذُ فَق ثبػث 

خَاة ثْیٌِ هسئلِ اطلی کَادراتیه    x*ًگبُ کِ ی  خَاة ثْیٌِ ثِ شکل زیر ثرای ایي هسئلِ دیذا شَد، آ

 خَاّذ ثَد.

* * * *

1, , , , 0,..., 0nx u y v z z  

 خَاة ثْیٌِ هذ  زیر را ثذست آٍریذ. هثبل:

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

( , ) 15 30 4 2 4

. . 2 30

0, 0.

Max f x x x x x x x x

s t x x

x x

    

 

 

 

َهی ثِ ثرای حل ایي هذ ، اثتذا ثبیذ هذ  فَق را ثِ فرهت استبًذارد تجذیل کرد. ًوبیش گستردُ فرم ػو

 َد.ش هیطَرت زیر 

 

 

11 12 1

1 1 2 2 1 2

21 22 2

2 2

1 1 2 2 11 1 21 1 2 12 1 2 22 2

1
( )

2

1
( )

2

1

2

Tf x cx x Qx

q q x
f x c x c x x x

q q x

c x c x q x q x x q x x q x

 

   
     

   

     

 

 ثب قرار دادى تبثغ ّذی ثب فرم ػوَهی ثبلا خَاّین داشت:

 
4 4

15 30 ,
4 8

c Q
 

   
 

 

َاى رٍ  سیوپلکس تغییر یبفتِ ثرای یبفتي ثْیٌِ ت هیی  تبثغ هقؼر است لرا  fثب تَخِ ثِ ایي کِ تبثغ 

 خْبًی استابدُ کرد.
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1 2

1 2 1 1 1

1 2 1 2 2

1 2 1

1 2 1 1 2 1 1 2

. . 4 4 15

4 8 2 30

2 30

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.

Min Z z z

s t x x u y z

x x u y z

x x v

x x u y y v z z

 

    

     

   

       

 

 هحذٍدیت هکول اضبفی کِ ثِ طَر طریح در ًظر گرفتِ ًشذُ ػجبرت است از:

1 1 2 2 1 1 0x y x y u v   

َد کِ هحذٍدیت فَق ّوَارُ ثرقرار ثبشذ. ثِ طَر هشخض، در هَرد سهِ  ش هیقبػذُ ٍرٍد هحذٍد ثبػث 

1زٍج هکول یؼٌی  1( , )x y  ٍ2 2( , )x y  ٍ1 1( , )u v     ّر گبُ یکی از هتغیرّبی ّر کهذام از زٍج ّهب، هتغیهری

َاًٌهذ  ت ههی َد کِ تٌْب هتغیرّبی اسبسهی  ش هیَاًذ اسبسی ثبشذ. یبدآٍری ت ویاسبسی ثبشذ، هتغیر دیگر آى ً

 است. الگَریتن سیوپلکس تغییریبفتِ آٍردُ شذُ ّبی در خذٍ  زیر گبم غیرطار ثبشٌذ.
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ثهِ حهذاکثر    Zاٍلیي قسوت خذٍ ، دستگبُ هؼبدلات اٍلیِ را ثؼذ از تغییر تبثغ ّهذی از حهذاقل کهردى    

. در سِ تکرار ایي خذٍ ، قَاػذ رٍ  سیوپلکس رػبیت دّذ هیٍ حری هتغیرّبی اسبسی را ًشبى  Z–کردى 

بسی شًَذ ثِ ػلت رػبیت قبػذُ َاًستٌذ است هیشذُ است ثب ایي استثٌب کِ از ثؼای هتغیرّبی غیراسبسی کِ 

ثِ ػٌَاى هتغیر اسبسی ٍرٍدی هٌظَر ًشذُ،  1uٍرٍد هحذٍد طرفٌظر گردیذُ است. در اٍلیي قسوت، هتغیر 

کِ ضریت کَچکتری ّن دارد  1xدر حب  حبضر هتغیر اسبسی است. اهب در ّر حب   1vهتغیر هکول آى  ازیر

4اًتخبة شذُ  3    1. در خذٍ  دٍم ّر دٍ هتغیرu  ٍ2x 1 حری شذُ اًذ، ٍ لاخرمx   ثِ ػٌَاى هتغیهر

َد. در قسوت سَم خذٍ ،  ّر دٍ هتغیهر  ش هیًتخبة غیراسبسی کِ دارای ضریت هٌای در سطر طار است ا

1y  ٍ2y  1ًَذ. ٍلی ش هیحریu ً 1َد زیرا ش ویحریv  ِ1دیگر هتغیر اسبسی ًیست، در ًتیدu ثِ ػٌَاى 

 ردد.گ هیهتغیر اسبسی ٍرٍدی اًتخبة 

1خَاة ثْیٌِ هسئلِ  3u   ،2 9x   ٍ1 12x       ثقیِ هتغیرّب ثب طار ثراثهر اسهت. از ایهي رٍ خهَاة ٍ

1کَادراتی  ثِ طَرت  ریسی ثرًبهِثْیٌِ هسئلِ  2( , ) (12,9)x x   َاّذ ثَد.خ  

 هحذة ریشیثزًبهِ

هحذة هَرد ثحث قرار گرفت. در  ریسی ثرًبهِهرثَط ثِ چٌذ حبلت خبص  ّبی قجلی، رٍ  ّبی در ثخش

 ّبی هحذة ثب هحذٍدیت ریسی ثرًبهِ، ثرای حل هسبئل Frank-wolfeیب  ٍلف –الگَریتن فزاًک ایي ثخش 

 َد.ش هیخطی ارایِ 

)تقریت خطی تبثغ ّذی  )f x  در ًقطِ آزهبیشیx    ػجبرت است: ثسط تیلَرثب استابدُ از 

1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

n

j j

f x
f x f x x x f x f x x x

x


         


 

)چَى  )f x   ٍ( )f x x   هقبدیر ثبثتی ّستٌذ، لرا دس از قرار دادى هقذار آى ّب، تبثغ ّذی ثِ شکل

( )f x x  َاى ثب رٍ  سهیوپلکس حهل   ت هیخطی حبطل را  ریسی ثرًبهَِد. هسئلِ ش هیثؼلاٍُ هقذار ثبثت

xرا تؼییي ًوَد. ثبیذ تَخِ داشت کِ در اثر حرکت از  LPxکرد، ٍ خَاة ثْیٌِ آى     ِثهLPx قهذار تهبثغ   ه

xهَقؼی کِ از  ّذی لسٍهب ٍ ثِ طَر هذاٍم افسایش هی یبثذ. ٍلی   َین، هقذار تهبثغ ّهذی تقریجهی    ش هیدٍر
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ثب هقذار تبثغ ّذی اطلی کِ غیرخطی است ًسدی  ًیست. از ایي رٍ،  لشٍهب
LPx    ثِ ػٌَاى خهَاة آزهبیشهی

xین کِ تبثغ ّذی را رٍی دبرُ خهط راثهط   کٌ هیآى خَاثی را خستدَ  ثلکِ ثِ خبی َدش ویتلقی ً   ٍLPx 

xثهِ ػٌهَاى کسهری از فبطهلِ      tخَاثی ثر حست حذاکثر ًوبیذ. ثب کو  فرایٌذ خستدَی ی  هتغیری،    ٍ

LPx  هتَالی کِ  ّبی یذ. ایي ًقطِ، خَاة آزهبیشی ثرای شرٍع تکرار ثؼذی الگَریتن است. خَاةآ هیثذست

آزهبیشی ثِ  ّبی یٌذ ثِ طری خَاة ثْیٌِ اطلی گرایش دارًذ ٍ ٍقتی خَاةآ هیدر تکرارّبی هتَالی ثذست 

 ین.کٌ هیحذ کبفی ثِ خَاة ثْیٌِ ًسدی  شَد تَق  

 ٍلف-فزاًکخلاصِ الگَریتن 

 قذم اثتذایی:

را هسبٍی  Kرا هشخض کٌیذ.  x(0)خطی، ی  خَاة اسبسی اثتذایی  ریسی ثرًبهِ ّبی ثب استابدُ از رٍ 

  ی  قرار دّیذ.

 قذم تکزاری: 

j,...,1,2 یثبزا – 1قسوت  nخسیی تبثغ  ّبی ، هشتق( )f x  در ًقطِ را( 1)kx x   ٍ ِهحبسج
jc 

)را ثراثر ثب  )

j

f x

x




 قرار دّیذ. 

)خطی زیر ، یؼٌی  ریسی ثرًبهِخَاة ثْیٌِ  – 2قسوت  )k

LPx .را ثذست آٍریذ  

1

( )

. . , 0

n

j j

j

Max g x c x

s t Ax b x





 

 

)را حسبة کٌیذ. ثرای ایي هٌظَر  tاهتر هقذار دبر – 3قسوت  1) ( ) ( 1)( )k k k

LPx x t x x     را در تبثغ

( )f x  قرار دّیذ ٍ آى را ثر حست t  یؼٌی ،( ) ( )f x h t    ٍّهبی  ثذست آٍریذ. ثب اسهتابدُ از یکهی از ر 

)خستدَی ی  ثؼذی، تبثغ  )h t 0ر فبطلِ را د 1t   ٍ حذاکثر( )kx  را ثِ ازایt  ِحبطل تؼییي ًوبییذ. ث

 ثرٍیذ. دستَر تَقف
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 دستَر تَقف:

)چٌبًچِ  1)kx   ٍ( )kx  ٍ ،ثِ اًذازُ کبفی ثِ ّن ًسدی  ثبشٌذ تَق  کٌیذ( )kx     را خهَاة ثْیٌهِ تلقهی

1kًوبییذ. در غیر ایي طَرت، ثب قرار دادى  k   ِثرگردیذ. قذم تکزاریث 

 خطی است در ًظر ثگیریذ. ّبی هحذة زیر را کِ دارای هحذٍدیت ریسی ثرًبهِهسئلِ  هثبل:

2 2

1 1 2 2

1 2

1 2

( ) 5 8 2

. . 3 2 6

0, 0.

Max f x x x x x

s t x x

x x

   

 

 

 

 تَخِ داشتِ ثبشیذ کِ دارین:

1 2

1 2

5 2 , 8 4
f f

x x
x x

 
   

 
 

x(2.5,2)لرا حذاکثر ایي تبثغ ثِ ازای    ًقذ  َد، کِ هحذٍدیت کهبرکردی را هشخظهب   ش هیحبطل 

طذق کٌذ ثهِ ثررسهی ثیشهتری ًیهبز     ّب  ذ. از ایي رٍ، دیذا کردى خَاة حذاکثر کِ حتوب در هحذٍدیتکٌ هی

 دارد.

x(0,0)از آى خب کِ    ،ی  خَاة هَخِ ع ٍ ّوچٌیي ی  خَاة گَشِ ثرای فابی اهکبى دریر( است

یرین. ثب قهرار دادى ایهي   گ هیدر ًظر  ٍلف-الگَریتن فزاًکاسبسی اثتذایی لرا آى را ثِ ػٌَاى خَاة هَخِ 

1خَاة در ػجبرات هرثَط ثِ هشتقْبی خسیی،  25, 8c c   1ٍ تبثغ 25 8x x   کِ تقریت خطی تبثغ ّهذی

 َد.ش هیخطی ثِ طَرت زیر  ریسی ثرًبهِیذ کِ لرا هسئلِ آ هیاست ثذست 

1 2

1 2

1 2

( ) 5 8

. . 3 2 6

0, 0.

Max f x x x

s t x x

x x

 

 

 

 

 َد.ش هیحل ترسیوی هذ  فَق ثِ طَرت زیر 
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 tثرای یهبفتي دهبراهتر    (0,0)ٍ  (0,3)قذم تکراری، توبم ًقبط دبرُ خط راثط ثیي  3ثب تَخِ ثِ قسوت 

 َد.ش هیَد ثِ طَرت زیر هحبسجِ ش هیکِ هٌدر ثِ ثیشتریي هقذار تبثغ ّذی 

 1 2

2 2

( , ) (0,0) (0,3) (0,0) (0,3 ) 0 1

( ) (0,3 ) 8(3 ) 2(3 ) 24 18

x x t t for t

h t f t t t t t

     

    
 

)کِ تبثغ  t*هقذار  )h t  ِ0را در فبطل 1t   ذ ثراثهر ثهب   کٌ هیحذاکثر* 2

3
t      اسهت ٍ از راثطهِ زیهر

 یذ.آ هیثذست 

24 36 0
dh

t
dt

   

 ثذیي ترتیت تکرار اٍ  ثب تؼییي خَاة آزهبیشی ثؼذی، ثِ شرح زیر دبیبى هی دریرد.

     (1) 2
(0,0) 0,3 0,0 0,2

3
x       

(1)در تکرار دٍم،  (0,2)x  َد.ش هیتبثغ ّذی ثِ طَرت زیر  است لرا ضرایت 

1

2

2

5 2(0) 5

8 2(2 ) 0

c

c

  

  
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خطی در ایي تکرار ثِ طهَرت   ریسی ثرًبهِخَاّذ شذ ٍ لرا هذ   15xکِ در ًتیدِ تبثغ ّذی ثِ طَرت 

 َد. ش هیزیر 

1

1 2

1 2

( ) 5

. . 3 2 6

0, 0.

Max f x x

s t x x

x x



 

 

 

 .َدش هیحل ترسیوی هذ  ثْیٌِ سبزی فَق ثِ طَرت زیر 

 

(2)خَاة ثْیٌِ هذ  ثْیٌِ سبزی خطی ثراثر ثب  (2,0)LPx   یذ. از ایي رٍ، دبرُ خط راثط ثیي آ هیثذست

(1)x  ٍ(2)

LPx  َد.ش هیثِ طَرت زیر 

 
2 2

2

(0,2) (2,0) (0,2) (2 ,2 2 )

( ) (2 ,2 2 ) 5(2 ) (2 ) 8(2 2 ) 2(2 2 )

( ) 8 10 12

x t t t

h t f t t t t t t

h t t t

    

       

  

 

 ثب هشتق گیری تبثغ فَق دارین:
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*( ) 5
10 24 0

12

dh t
t t

dt
     

 در ًتیدِ دارین:

 (2) 5 5 7
(0,2) (2,0) (0,2) ( , )

12 6 6
x     

 ایي دٍ تکرار در شکل زیر ارایِ شذُ است. ّبی ًوبیش خَاة

 

 ن تب شرط تَق  ثرآٍردُ شَد.دّی هیم آًدبهشبثِ رًٍذ فَق را ثرای تکرارّبی ثؼذی 

اسهتابدُ   کَادراتیذک  تقزیذت در ثرخی از الگَریتن ّب، در ّر تکرار ثِ خبی تقریهت خطهی از    ًکتِ:

 َد زیرا تقریت کَادراتی  ثِ طَر قبثل هلاحظِ ای دقیق تر از تقریت خطی است.ش هی

 غیزهحذة ریشیثزًبهِ

 حذاکثز ًسجیَد کِ حل هسئلِ سبدُ تر گردد، زیر ّر خَاة ش هیهحذة هَخت  ریسی ثرًبهِفرضیبت 

ِ د. ّر چٌذ هسبئل ٍاقؼی خَاّذ ثَ حذاکثز هطلقکِ تحت ایي فرضیبت ثذست آیذ ی  خَاة   ریهسی  ثرًبهه
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َاًذ ٍخَد داشهتِ ثبشهذ   ت هیخسیی ًیس  ّبی غیرخطی ثِ چٌیي فرضیبتی ًسدی  ّستٌذ، اهب در ثرخی تابٍت

 َد.ش هیغیرهحذة  ریسی ثرًبهِکِ هٌدر ثِ 

رٍ   ذة ثِ طَر گسهتردُ ثهِ کهبر ههی رٍد،    غیرهح ریسی ثرًبهِی کِ ثرای حل هسبئل ّبی یکی از رٍ 

1یب  ی حذاقل کزدى ثذٍى هحذٍدیتتسلسل
SUMT  .َد. گًَهِ  ش هیایي رٍ  ثِ دٍ گًَِ تقسین یب است

سهرٍکبر دارد ٍ ثهب اسهتابدُ از یه  تهبثغ      غیهر هَخهِ    ّبی است ثب خَاة 2الگَریتن ًقطِ خبرخیاٍ  آى کِ 

 ّهبی  خهَاة است ثِ  4الگَریتن ًقطِ داخلیگًَِ دیگر کِ  َد.ش هیثِ طری هٌطقِ هَخِ سَق دادُ  3خریوِ

 َد. ش هی. در ایي رٍ  ی  تبثغ هبًغ ثبػث خلَگیری از خرٍج از هٌطقِ هَخِ زددردا هی هَخِ

 یب رٍش تسلسلی حذاقل کزدى ثذٍى هحذٍدیت SUMTرٍش 

ِ از هسهبئل ثْیٌهِ سهبزی ثهذٍى     لیذ، هسئلِ اطلی ثهب یه  سلسه   آ هیّوبى طَر کِ از ًبم ایي رٍ  ثر 

هذ. حل هسبئل ثْیٌِ ًدبا  هیایي رشتِ از هسبیل ثِ خَاة ثْیٌِ  ّبی ةَد، کِ خَاش هیهحذٍدیت خبیگسیي 

عهبًٌذ رٍ  گرادیبى( در هقبیسِ ثب هسبئل ثب هحذٍدیت ثسیبر آسبًتر اسهت لهرا ایهي     سبزی ثذٍى هحذٍدیت

الگَریتن هطلَثیت خبطی دارد. ثرای ّر کذام از ایي رشتِ هسبیل ثذٍى هحذٍدیت، ی  ػذد هثجت اًتخهبة  

 یذ.آ هیثب حل هسئلِ زیر ثذست  xردد، آًگبُ هقذار گ هی کَچکتز ًیسّر ثبر شذُ ٍ 

( ; ) ( ) ( )Max P x r f x rB x  

B(x)   است کِ ثِ ازای ّر خَاة هَخِ  تبثع هبًعیx :عثرای هسئلِ اطلی( خَاص زیر را دارد 

 است. کن B(x)ثبشذ هقذار  دٍراز هرز هٌطقِ هَخِ  xچٌبًچِ  (1

 است. سیبد B(x)ٌطقِ هَخِ ثبشذ هقذار هرز ه ًشدیک xچٌبًچِ  (2

                                           
1 Sequential Unconstrained Minimization Technique 
2 Exterior Point Algorithm 
3 Penalty Function 
4 Interior Point Algorithm 
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ثِ  B(x)هیل کٌذ، هقذار  صفزٌّگبهی کِ فبطلِ ًقطِ ثب یکی از هرزّبی هٌقطِ هَخِ ثِ طری  (3

 ذ.کٌ هیهیل  ثی ًْبیتطری 

)ین ٍ حذاکثر تبثغ کٌ هیثِ ایي ترتیت از ی  خَاة آزهبیشی شرٍع  ; )P x r  را ثب فرایٌذ خستدَ تؼییي

 َد. ش هیهبًغ ػجَر از هرز هٌطقِ هَخِ هسئلِ اطلی ٍ خستدَ در خبرج از آى  B(x)ی ًوبیین. تبثغ ه

 ػجبرت است از: B(x)هتذاٍ  تریي رٍ  اًتخبة 

1 1

1 1
( )

( )

m n

i ji i j

B x
b g x x 

 


  

ِ ، هقهذار هخهرج ّهر    Xثبیذ تَخِ داشت کِ ثِ ازای هقبدیر هَخِ  از  xهتٌبسهت ثهب فبطهلِ ًقطهِ      خوله

 کردی ٍ یب هحذٍدیت غیرهٌای ثَدى هرثَط است. هحذٍدیت کبر

)هحذة ثرقرار ثبشذ،  ریسی ثرًبهِایي است کِ اگر توبم فرضیبت  B(x)خبطیت خبلت  ًکتِ: ; )P x r ّن

 تبثؼی هقؼر خَاّذ ثَد.

چهِ  خَاة هَرد ًظر در ّویي حَالی ثبشهذ  َد دس چٌبًچِ ش هیهبًغ خستدَ در ًقبط هرزی  B(x)اگر 

زد دهردا  هیثِ حل ی  رشتِ از هسبیل ثْیٌِ سبزی ثذٍى هحذٍدیت  SUMTثبیذ کرد؟ ثِ ّویي دلیل، رٍ  

ذ. ّوچٌیي خَاة آزهبیشهی ّهر تکهرار، خهَاة     کٌ هیکَچکتر شذُ ٍ ثِ طار هیل  rکِ در آى ّر ثبر هقذار 

 ارایِ هی گردد. SUMTدر اداهِ خلاطِ رٍ   آزهبیشی اٍلیِ تکرار ثؼذی است.

 اثتذایی: قذم

را ثراثهر ثهب    kکِ رٍی هرز هٌطقِ هَخِ ًجبشذ را اًتخبة ًوبییذ. هقهذار   x(0)ی  خَاة هَخِ آزهبیشی 

,0.01را تؼییي ًوبییذ. ثرای هثب :  r  ٍقرار دّیذ ٍ هقبدیر هثجت  یک 1r    
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 قذم تکزاری:

)از  1)kx   ،شرٍع کردُ ٍ ثب استابدُ از رٍ  خستدَی گرادیبى( )kx    خَاة حذاکثر ًسجی تهبثغ زیهر را

 تؼییي ًوبییذ.

1 1

1 1
( ; ) ( )

( )

m n

i ji i j

P x r f x r
b g x x 

 
   

  
  

 دستَر تَقف:

)اگر هقذار تغییر از  1)kx   ِث( )kx  ٍ ًبچیس ثبشذ تَق  ًوبییذ( )kx    را ثِ ػٌَاى خَاة حهذاکثر ًسهجی

 هسئلِ اطلی هٌظَر ًوبییذ.

1kرا ثراثر ثب   kدر غیر ایي طَرت،    ٍr r  ِثرگردیذ. قذم تکزاریقرار دّیذ ٍ ث 

هحذة ثرقرار ًجبشذ، آًگبُ ثبیذ از ًقبط هَخِ هختلای شرٍع کرد تهب ثهِ    ریسی ثرًبهِاگر فرضیبت  کتِ:ً

هتؼذد دست یبفت. ثْتریي خَاة حذاکثر ًسجی کِ از هسئلِ اطلی ثذست آیذ ثهِ ػٌهَاى خهَاة     ّبی خَاة

 ردد. گ هیحذاکثر هطلق تقریجی تلقی 

 ری زیر را در ًظر ثگیریذ:، هسئلِ دٍ هتغیSUMTثرای تشریح رٍ   هثبل:

1 2

2

1 2

1 2

( )

. . 3

0, 0.

Max f x x x

s t x x

x x



 

  

2ّر چٌذ 

1 1 2( )g x x x    1ثِ ػلت هحذة ثَدى ّر خولِ آى هحذة است، ٍلی چهَى 2( )f x x x 

 هحذة ًخَاّذ ثَد. ریسی ثرًبهِهقؼر ًیست لرا ایي هسئلِ ًیس ی  
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1در قذم اثتذایی، خَاة  2( , ) (1,1)x x   ِآشکبرا هَخِ است ٍ رٍی هرز هٌطقِ هَخِ ّن قرار ًذارد را ث

(0)سیٌین. ثٌبثرایي، گ هیػٌَاى خَاة اثتذایی ثر (1,1)x   1است ٍ هقبدیر, 0.01r    ین. کٌه  ههی اًتخبة

 در قذم تکراری دارین:

1 2 2

1 2 2 1

1 1 1
( ; )

3
P x r x x r

x x x x

 
    

  
 

1rٍ ثهب دهبراهتر    (1,1)ى تبثغ فَق، ثب شهرٍع از ًقطهِ   ثرای حذاکثر کرد       ثهب ثهِ کهبرگیری فرآیٌهذ ٍ

(1)خستدَی گرادیبى ثِ خَاة  (0.9,1.36)x   1هی رسین. ثب اًتخبة هقذار 0.01 0.01r     شرٍع از ٍ

(2)، فرایٌذ خستدَی گرادیبى ثِ خَاة  (0.9,1.36)ًقطِ  (0.983,1.933)x    هی رسذ. ی  تکرار دیگر ثهب

0.01 0.01 0.0001r     (2)ٍ شرٍع ازx  ِ(3)ث (0.998,1.994)x   َد. هقذار خهَاة ثهرای   ش هیهٌتْی

 َد.ش هیتکرارّبی ثؼذی ثِ طَرت زیر 

 

ّهبی گسهتردُ ای   یهرد، کبرثرد گ هیهتٌَػی را در ثر  ّبی ثِ ػلت سبدگی ٍ ایي کِ حبلت SUMTرٍش 

َاًذ از ًظر هحبسجبتی ًَسبًبت زیبدی داشتِ ثبشذ ٍ ثبیذ ت هیگراى دریبفتِ اًذ کِ ایي رٍ  دارد. لیکي، تحلیل

 ثب دقت زیبدی ثِ کبرگرفتِ شَد.

 تبثغ زیر را در ًظر ثگیریذ: توزیي:

2 3( ) 240 300 10f x x x x   
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 اٍ  ٍ دٍم، ًقبط حذاکثر ٍ حذاقل ًسجی را دیذا کٌیذ. ّبی ال ( ثب استابدُ از هشتق

 حذاکثر هطلق یب حذاقل هطلق ًذارد. f(x)اٍ  ٍ دٍم ًشبى دّیذ کِ  ّبی ة(ثب استابدُ از هشتق

 حل:

 ال ( 

2
2 *

2

2

2

2

2

2

( ) 600 600 4 30 240
240 600 30 0 0.408 19.592

60

( )
600 60

(0.408)
575.5 (0.408) 48.66 max.

(19.592)
575.5 (19.592) 34248.7 min.

df x
x x x or

dx

d f x
x

dx

d f
f is local

dx

d f
f is local

dx

   
      

  

   

   

 

19.592xة( ثرای  ین، ، دار( )
0

df x

dx
  ٍ

2

2

( )
60 600 0

d f x
x

dx
    لراf .از ثبلا ثی کراى است 

0.408xثرای   ،دارین ،( )
0

df x

dx
  ٍ

2

2

( )
60 600 0

d f x
x

dx
    لراf .از دبییي ثی کراى است 

 کِ آیب هحذة، هقؼر ٍ یب ًِ هقؼر ٍ ًِ هحذة است.در هَرد ّر ی  از تَاثغ زیر تحقیق کٌیذ  توزیي:

)2ال ( ) 10f x x x   

4 ة( 2( ) 6 12f x x x x   

3ج(  2( ) 2 3f x x x  

4د(  2( )f x x x  

 )ُ3 4( )f x x x  
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 حل:

دارین  xال ( چَى ثرای توبهی هقبدیر 
2

2

( )
2 0

d f x

dx
    لرا تبثغf .هقؼر است 

دارین  xة( چَى ثرای توبهی هقبدیر 
2

2

2

( )
12 12 0

d f x
x

dx
    لرا تبثغf .هحذة است 

ج( چَى 
12
2

2 1
2

0( )
12 6

0

for xd f x
x

for xdx

 
  

 
 ًِ هحذة است ٍ ًِ هقؼر. fاست لرا تبثغ  

دارین  xد( چَى ثرای توبهی هقبدیر 
2

2

2

( )
12 2 0

d f x
x

dx
    لرا تبثغf ة است.هحذ 

ُ( چَى 
12
22

2 1
2

0 0( )
6 12

0 0

for x or xd f x
x x

for xdx

   
  

   
ًِ هحذة است ٍ ًهِ   fاست لرا تبثغ  

 هقؼر.

ثب استابدُ از هبتریس ّسیبى در هَرد تَاثغ زیر تحقیق کٌیذ کِ آیب هحذة، هقؼر ٍ یب ًِ هحذة  توزیي:

 ٍ ًِ هقؼر ّستٌذ.

)2ال (  ) 10f x x x  

2ة(  2

1 1 2 2 1 2( ) 3 2 4 2f x x x x x x x     

1 ج( 2( )f x x x 

 حل:

 َد:ش هیال ( هبتریس ّسیبى ثِ طَرت زیر هحبسجِ 
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 

   

2 2

2

1 1 2 1

1 22 2
2

2

2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2

2

2 2 1 2
1 2

2 1
( ( )) 0

1 2

2 1
2 2 2 2 2

1 2

3 3
2 0

2 2 2 2

T

f f

x x x x
H f x x H x x x H

xf f

x x x

x x
x x x x x x x x x x

x x

x x
x x

  
 

                     
 
   

     
           

     

 
      

 

 

الجتهِ رٍ  دیگهری ّهن ثهرای تؼیهیي ًهَع        هقؼر است. fًیوِ هؼیي هٌای است ٍ یؼٌی تبثغ  fلرا تبثغ 

 ٍخَد دارد کِ ثِ طَرت زیر است: f  تحذة تبثغ

اگر  ًکتِ:
2

2

1

0
f

x





  ٍdet 0H   ثبشذ تبثغf  هؼیي هٌای است ٍ ثٌبثرایي تبثغf .هقؼر است 

اگر  ًکتِ:
2

2

1

0
f

x





  ٍdet 0H   ثبشذ تبثغf  هؼیي هثجت است ٍ ثٌبثرایي تبثغf .هحذة است 

ًیوِ هؼیي هثجهت یهب     fَرت تسبٍی ثرقرار ثبشذ آًگبُ تبثغ فَق ثِ ط ّبی اگر ّر ی  از ًبهسبٍی ًکتِ:

 َد.ش هیهٌای 

 در ایي هثب  دارین:

چَى 
2

2

1

0
f

x





  ٍdet 4 1 0H     لرا تبثغf .هؼیي هٌای ٍ هقؼر است 

 َد:ش هیة( هبتریس ّسیبى ثِ طَرت زیر هحبسجِ 

2 2

2

1 1 2

2 2

2

2 1 2

4 2
( ( ))

2 2

f f

x x x
H f x

f f

x x x

  
 

             
 
   

 

چَى 
2

2

1

0
f

x





  ٍdet 8 4 0H     لرا تبثغf  هؼیي هثجت است ٍ تبثغf .هحذة است 
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 َد:ش هیج( هبتریس ّسیبى ثِ طَرت زیر هحبسجِ 

2 2

2

1 1 2

2 2

2

2 1 2

0 1
( ( ))

1 0

f f

x x x
H f x

f f

x x x

  
 

            
 
   

 

detچَى هقذار  0 1 0H    ً تبثغ ًِ هحذة  یرد ٍ لرا ایيگ ویاست لرا در ّیچ کذام از شرایط قرار

 است ٍ ًِ هقؼر.

 تبثغ زیر را در ًظر ثگیریذ: توزیي:

2 2 2 4 2 2 2

1 2 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 7 7( ) 5 2 3 4 2 3 6 3f x x x x x x x x x x x x x x x            

م ایي کبر تبثغ را ثِ طهَرت هدوهَع تَاثهغ یه  یهب دٍ      آًدبًشبى دّیذ کِ ایي تبثغ هحذة است. ثرای 

 هحذة است.ّب  هتغیرُ ای در آٍریذ کِ ّر کذام از آى

 : حل

1 1 2 2 34 3 4 56 5 6 67 6 7( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )f x f x f x f x x f x x f x x     

 در ًظر ثگیریذ:

1 1 1

2

2 2 2

2 2

34 3 4 3 3 4 4

2 2

56 5 6 5 5 6 6

2 2

67 6 7 6 6 7 7

( ) 5

( ) 2

( , ) 3 4

( , ) 3 3

( , ) 3 3

f x x

f x x

f x x x x x x

f x x x x x x

f x x x x x x





  

  

  

  

َى چ
2

1 1

2

1

( )
0

f x

x





 ّن هحذة است ٍ ّن هقؼر.  1f، تبثغ xثرای توبهی هقبدیر  

چَى 
2

2 2

2

2

( )
0

f x

x





 هحذة است.  1f، تبثغ xثرای توبهی هقبدیر  



 www.behinehyab.com        نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

44 

 

داریههههن:  xثههههرای توههههبم هقههههبدیر  
2

34 3 4

2

3

( , )
2 0

f x x

x


 


. ّوچٌههههیي  

2

34 3 4

2

4

( , )
8

f x x

x





 ٍ

2

34 3 4

3 4

( , )
3

f x x

x x




 
2detٍ لرا دارین  xثرای توبم هقبدیر   16 3 0H    34، ثٌبثرایي تبثغf .هحذة است 

داریههههن:  xهقههههبدیر  ثههههرای توههههبم 
2

56 5 6

2

5

( , )
2 0

f x x

x


 


. ّوچٌههههیي  

2

56 5 6

2

6

( , )
6

f x x

x





 ٍ

2

56 5 6

5 6

( , )
3

f x x

x x




 
2detٍ لرا دارین  xثرای توبم هقبدیر   12 3 0H    56، ثٌبثرایي تبثغf .هحذة است 

67چَى  6 7 56 7 6( , ) ( , )f x x f x x 67تبثغ  است لراf .ّن هحذة است 

 هحذة است. fهحذة ّستٌذ لرا تبثغ ّب  ثب تَخِ ثِ ایٌکِ کلیِ تبثغ

0.04ثِ کو  رٍ  فرایٌذ خستدَی ی  هتغیری ٍ ثب استابدُ از خطبی قبثل گرشهت   توزیي:   ٍ

 ل کٌیذ.حذٍد اثتذایی هشخض شذُ، هسبئل زیر را ثب تقریت ح

)2ال (  ) 6 0, 4.8Max f x x x x x     

2ة(  3 4( ) 6 7 4 4, 1Min f x x x x x x x       

  حل:

 َد.ش هیال ( ًتبیح حل ثِ طَرت خذٍ  زیر 
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 َد.ش هیة( ًتبیح حل ثِ طَرت خذٍ  زیر 

 

 هسئلِ ثْیٌِ سبزی ثذٍى هحذٍدیت زیر را در ًظر ثگیریذ. توزیي:

2 2

1 2 2 1 2( ) 2 2Max f x x x x x x    

0.3ٍ  (1,1)ز ًقطِ ال ( ثب شرٍع ا     ثب استابدُ از رٍ  فرایٌذ خستدَی گرادیبى، خهَاة تقریجهی ،

 ایي هسئلِ را تؼییي کٌیذ.
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)ة( خَاة دقیق هسئلِ را از طریق حل دستگبُ هؼبدلات  ) 0f x  .ثذست آٍریذ 

ِ از ثٌذ عال ( ثذست اهذُ را در ی  شکل ًشبى دّیذ. آًگبُ ثب تَخِ ثهِ  آزهبیشی ک ّبی ج( هسیر خَاة

آزهبیشی ثِ خهَاة   ّبی اداهِ ایي هسیر، سِ خَاة ثؼذی را تخویي ثسًیذ. ضوٌب ًشبى دّیذ کِ رشتِ خَاة

 ذ.کٌ هیثٌذ عة( هیل 

 حل:

 ال (

 

0.25چَى  0.3   ثرقرار است. 4لرا شرط تَق  در تکرار 

 ة(

1 2

1 2

1 2

2 2 0
0.5

2 4 1

x x
x x

x x

  
  

  
  

 ج(
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1خَاة ثْیٌِ ثِ سوت خَاة  1
( , )
2 2

 ذ.کٌ هیهیل   

 هسئلِ ثْیٌِ سبزی ثب هحذٍدیت خطی زیر را در ًظر ثگیریذ. توزیي:

2

1 2

1 2

1 2

( ) ln( 1)

. . 2 3

0, 0.

Max f x x x

s t x x

x x

  

 

 

 

 هحذة است. ریسی ثرًبهِال ( ًشبى دّیذ کِ ایي هسئلِ، 

 ، ی  خَاة ثْیٌِ را ثذست آٍریذ.KKTشرایط ة( ثب استابدُ از 

 ج( ثب استذالی سبدُ ًشبى دّیذ کِ خَاة حبطل از ثٌذ عة( ثْیٌِ است.

 حل:

 یذ.آ هیثِ طَرت زیر ثذست  f(x)هبتریس ّسیبى تبثغ 
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2 2

2

1 1 2 2

12 2

2

2 1 2

1
0

( 1)( ( ))

0 2

f f

x x x
xH f x

f f

x x x

  
  

       
   

    
   

 

2

2

1

0
f

x





1ثِ خس  xثرای ّوِ هقبدیر   1x    ٍ

2

1

2
det ( ( )) 0

( 1)
H f x

x
 


 xثرای ّوِ هقهبدیر   

1ثِ خس  1x    ِ1است. ثب تَخِ ثِ ایي ک 0x    است لرا شرایط ثرای هٌای هؼیي ثَدى تهبثغf(x)    ثهر قهرار

 هحذة است.  ریسی ثرًبهِخطی ّستٌذ لرا ایي هسئلِ ّب  هقؼر است. چَى هحذٍدیت f(x)است ٍ لرا تبثغ 

 ة(

 َد.ش هیثرای ایي هسئلِ ثِ طَرت زیر  KKTشرایط 

 

 

1

1

1

2

2 2

1 2

1 2

1 2

1
(1 ) 0

( 1)

1
(2 ) 0

( 1)

(1 ) 2 2 0

(2 ) 2 2 0

(3) 2 3

(4) 2 3 0

(5) 0, 0

(6) 0,

a u
x

a x u
x

b x u

b x x u

x x

u x x

x x

u

 


 
  

 

  

  

 

  

 



 

0uفرع کٌیذ  1( دارین کِ 4. از ع 22 3x x  2. در ًظر ثگیرد 0x   ُ1ثبشذ اًگب 3x  َد ٍ ش هی

2)از  )a  ِ0.25دارین کu  1ذ ٍ لرا کٌ هیرایط را ثرآٍردُ ش  هی. ایي فرضیبت توب 2( , ) (3,0)x x . 

2ج( چَى تبثغ 

2x  ُ2ی  تبثغ اکیذا ًسٍلی در ثبز 0x   1ٍ تبثغln( 1)x    ی  تبثغ اکیذا طهؼَدی در

1 0x   ثٌبثرایي کبهل ٍاضح است است کِ ثرای ثیشیٌِ کردى تبثغ .f  1هقذارx    2ثبیذ افهسایش ٍ هقهذارx 

1ثبیذ کبّش یبثذ لرا ثب تَخِ ثِ هحذٍدیت  22 3x x 1، خَاة 2( , ) (3,0)x x    .ثْیٌِ است  

 ، خَاة ثْیٌِ ّر کذام از هسبئل زیر را دیذا کٌیذ:KKTثب استابدُ از  توزیي:
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 ال (

3

1 2 2

1 2

1 2

( ) 2

. . 1

0, 0.

Max f x x x x

s t x x

x x

  

 

 

 

 ة(

1 2

2 2

1 2

1 2

1 2

( ) 20 10

. . 1

2 2

0, 0.

Max f x x x

s t x x

x x

x x

 

 

 

 

 

 حل:

 ال (

 َد.ش هیثِ طَرت زیر  KKTشرایط 

 

 

 

1

2

2

2

2 2

1 2

1 2

1 2

(1 )1 0

(2 ) 1 0

(1 )2 3 0

(2 ) 2 3 0

(3) 1

(4) 1 0

(5) 0, 0

(6) 0.

a u

a x u

b x u

b x x u

x x

u x x

x x

u

 

 

  

  

 

  

 



 

خَاة دستگبُ فَق ثراثر ثب   1 2

1 1
, , 1 , ,1

3 3
x x u

 
  
 

َد کهِ کلیهِ شهرایط ثهبلا را ثرقهرار      شه  هی 

هحذة است لرا  ریسی ثرًبهِذ. ثِ دلیل ایي کِ ایي هسئلِ ی  کٌ هی 1 2

1 1
, , 1 , ,1

3 3
x x u

 
  
 

خَاة  

 ثْیٌِ خْبًی است.
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 ة(

 

 

 

 

1 1 2

1 1 1 2

2 2

1 2

2 2

1 1 2

1 1 2

2 1 1 2

1 2

1 1 2

1 2

1 2

(1 ) 20 2 0

(2 ) 20 2 0

(3 ) 1

(4 ) 1 0

(1 )10 2 2 0

(2 ) 10 2 2 0

(3 ) 2 2

(4 ) 2 2 0

(5) 0, 0

(6) 0, 0.

a u x u

a x u x u

a x x

a u x x

b u x u

b x u x u

b x x

b u x x

x x

u u

  

  

 

  

  

  

 

  

 

 

 

ثراثر ثب خَاة دستگبُ فَق  1 2

2 1
, , , ,5 5

5 5
x x u

 
  
 

َد کهِ کلیهِ شهرایط ثهبلا را ثرقهرار      شه  هی 

هحذة است لرا  ریسی ثرًبهِذ. ثِ دلیل ایي کِ ایي هسئلِ ی  کٌ هی 1 2

2 1
, ,

5 5
x x

 
  
 

خهَاة ثْیٌهِ    

 خْبًی است.

 :هحذة زیر را در ًظر ثگیریذ ریسی ثرًبهِ توزیي:

2 2

1 1 2 2 1 2

1 2

1 2

1 2

( ) 250 25 100 100 90

. . 20 5 90

10 10 60

0, 0.

Max f x x x x x x x

s t x x

x x

x x

    

 

 

 

 

 ب استابدُ از الگَریتن سیوپلکس ثْجَد یبفتِ، خَاة ثْیٌِ هذ  فَق را ثذست آٍریذ.ث

 َد.ش هیًوبیش ثرداری هذ  ثِ طَرت زیر  حل:
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   1 1

1 2

2 2

1 2

1 2 1 2 1 1

1 2 1 2 2 2

1 2 1

1 2 2

1 2

1 2

1 2

1 2

50 901
250 100

90 2002

. . 50 90 20 10 250

90 200 5 10 100

20 5 90

10 10 60

0, 0

0, 0

0, 0

0, 0

x x
Max x x

x x

Min z z

s t x x u u y z

x x u u y z

x x v

x x v

x x

u u

y y

z z

    
     

    





     

      

  

  

 

 

 

 

 

 در کٌبر هذ  فَق، ثبیذ هحذٍدیت تکویلی زیر ّن ثرقرار ثبشذ.

1 1 2 2 1 1 2 2 0x y x y u v u v    

 ّهبی  ، هی ثبیست تبثغ ّذی را از هدوَع هحذٍدیتثْجَد یبفتِیوپلکس ثرای حل ثب استابدُ از رٍ  س

( است لرا Maxیی کِ فرهت استبًذارد خذٍ  سیوپلکس ثِ طَرت ثیشیٌِ سبزی عآًدباٍ  ٍ دٍم کن کرد. از 

م تغییهرات  آًدهب ثهب   َاى کویٌِ سبزی را ثِ ثیشیٌِ سبزی تجذیل کهرد. ت هیثب ضرة تبثغ ّذی در هٌْبی ی  

 َد.ش هیاٍلیِ ثِ طَرت زیر فَق هذ  

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 1

1 2 1 2 2 2

1 2 1

1 2 2

1 2

1 2

1 2

1 2

40 110 25 20

. . 50 90 20 10 250

90 200 5 10 100

20 5 90

10 10 60

0, 0

0, 0

0, 0

0, 0

Max x x u u y y

s t x x u u y z

x x u u y z

x x v

x x v

x x

u u

y y

z z

    

     

      

  

  

 

 

 

 

 

 ثِ طَرت زیر هسئلِ را حل کرد. ثْجَد یبفتَِاى از رٍ  سیوپلکس ت هیثب تَخِ ثِ هذ  فَق، 
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1خَاة ثْیٌِ ثراثر ثب  2 1 2( , ) (4,2),( , ) (11.33,0.33)x x u u  َد.ش هی 
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 هحذة زیر را در ًظر ثگیریذ. ریسی ثرًبهِ توزیي:

4 2

1 1 2 2

1 2

1 2

( ) 4 2

. . 4 2 5

0, 0.

Max f x x x x x

s t x x

x x

   

 

 

 

1ال ( ثب شرٍع از خَاة  2

1 1
( , ) ( , )

2 2
x x   ًٍل  را ثکبر ثگیریذ.-چْبر تکرار رٍ  فرا 

ثذست آهذُ در تکرارّب چگًَِ است ٍ تخویٌهی   ّبی ة( ثب ًوبیش گرافیکی ًشبى دّیذ کِ تَالی خَاة

 ثذست آٍریذ.ّب  از رًٍذ خَاة

ِ را ثب استابدُ از ایي شرایط ثذست آٍریذ ٍ ثب خَاة ثٌهذ عة(  ، خَاة ثْیٌ KKTج( ثب استابدُ از شرایط 

 هقبیسِ کٌیذ.

 حل: 

 ال (

 َد.ش هیٍل  ًتبیح ثِ طَرت زیر -ثرای چْبر تکرار رٍ  فراً 

 

 ة(
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 ج(

 

 

 

3

1

3

1 1

2

2 2

1 2

1 2

1 2

(1 ) 4 4 4 0

(2 ) 4 4 4 0

(1 )2 2 2 0

(2 ) 2 2 2 0

(3)4 2 5

(4) 4 2 5 0

(5) 0, 0,

(6) 0.

a x u

a x x u

b x u

b x x u

x x

u x x

x x

u

  

  

  

  

 

  

 



 

1از حل دستگبُ فَق، خَاة ثْیٌِ ثراثر ثب  2( , ) (0.8934,0.7131), 0.5737x x u  .است 

ِ را در هَرد هسهئلِ   SUMTرٍ   توزیي: در ًظهر ثگیریهذ   هحهذة زیهر ثهِ کهبر ثگیریهذ.      ریهسی  ثرًبهه

1,0.01,0.0001r   
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2 2

1 2 1 1 2 2

2

( )

. . 0.

Max f x x x x x x x

s t x

    


 

 حل:

)در اثتذا  ; )P x r   ٍرین:آ هیثذست 

 2 2

1 2 1 1 2 2

1 1 2

1 1
( ; ) ( )

( )

m n

i ji i j

r
P x r f x r x x x x x x

b g x x x 

 
         

  
  

 

ِ در هَرد هسهئلِ  را  SUMTٍ  ر توزیي: هحهذة زیهر ثهِ کهبر ثگیریهذ. در ًظهر ثگیریهذ        ریهسی  ثرًبهه

2 4 61,10 ,10 ,10 .r     ِ1ٍ از خَاة اٍلی 2

1 1
( , ) ( , )

2 2
x x .شرٍع کٌیذ 

2 2

1 2 1 2

1 2

1 2

( ) 2 3

. . 2

0, 0.

Max f x x x x x

s t x x

x x

   

 

 

 

 حل:

2 2

1 2 1 2

1 1 1 2 1 2

1 1 1 1 1
( ; ) ( ) 2 3

( ) 2

m n

i ji i j

P x r f x r x x x x r
b g x x x x x x 

   
            

      
 
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 غیرهحذة زیر را در ًظر ثگیریذ. ریسی ثرًبهِ توزیي:

42 3

2

( ) 1000 400 40

. . 500

0.

Max f x x x x x

s t x x

x

   

 



 

ثذست آٍریذ. ثب اسهتابدُ   f(x)را هشخض کٌیذ. راثطِ ای کلی ثرای سِ هشتق اٍ   xال ( هٌطقِ هَخِ 

را در هٌطقِ هَخِ رسن کٌیذ. رٍی هٌحٌی ثذست آهذُ، ًقبط حذاکثر ًسجی  f(x)از ایي اطلاػبت، شکل کلی 

 ٍ هطلق تبثغ را هشخض کٌیذ.

0.05ز ًقبط حذاکثر ًسجی، از فرآیٌذ خستدَی ی  هتغیری ثب تؼییي ّر کذام ا( ثرای ة   ُاستابد

کٌیذ. ثرای تؼییي حذٍد اثتذایی، از شکل کلی تبثغ کِ در ثٌذ عال ( رسن شذُ است اسهتابدُ ًوبییهذ. کهذام    

 ی  از ًقبط حذاکثر ًسجی حذاکثر هطلق است؟

2را ثب  SUMT ج( ثرای تؼییي ًقبط حذاکثر ًسجی، رٍ  41,10 ,10r      ّهبی  ثهِ کهبر ثگیریهذ. از خهَاة 

3x    ٍ15x      ثِ ػٌَاى خَاة اثتذایی ثرای ایي خستدَّب استابدُ ًوبییذ. ثب کوه  فرایٌهذ خسهتدَی

)ی  هتغیری کِ در ثٌذ عة( تشریح شذ حذاکثر  ; )P x r    را ثذست آٍریذ. کذاهی  از ًقبط حهذاکثر ًسهجی

 حذاکثر هطلق است؟

 حل:
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2هؼبدلِ  ّبی ال ( ثرای یبفتي فابی اهکبى دریر خَاة 500 0x x    یذ ثٌبثرایي فاهبی  آ هیثذست

اهکبى دریر ثِ طَرت 0,21.866x  َد.ش هی 

2 3

2

( ) 1000 800 120 4

( ) 800 240 12

( ) 240 24

f x x x x

f x x x

f x x

    

    

  

 

 َد.ش هیاسبس تَاثغ ثبلا ًوبیش کلی تبثغ ثِ طَرت زیر ثر

 

 ة(
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 است. 21.051است ٍ ثیشیٌِ خْبًی ثراثر ثب  1.6016ثیشیٌِ هحلی ثراثر ثب 

 ج(
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3xثب خَاة اٍلیِ      ٍخَاة ثْیٌِ ثذسهت آههذُ از ر ،SUMT    1.625ثراثهر ثهبx     ی ثهب تهبثغ ّهذ

( ) 733.4f x  15َد. در چْبر تکرار دٍم ثب خَاة اٍلیِ ش هیx  21.07، خَاة ثْیٌِ ثراثر ثبx   ثب تبثغ

)ّذی  ) 20562f x  21.07َد کِ در ایي طَرت ثیشیٌِ خْبًی ثراثر ثب ش هیx  ت. اس 
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برر   س یررتفت مررت برر    ررت گ     یهه   بهینهه  د آموزشررگ ورری   هررت برری د یافت ررت ب رر    
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