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 هقدهِ

پویص   .ریبؾی هعوَلا هسبئل ثب پیص فرؼ لطعی ثَدى دادُ ّب هذل سبزی ٍ حل هی ضوًَذ  ریسی ثرًبهِدر 

ٍ ثراثر ثب هموبدیر   هعیي، تَسعِ هذل ثر اسبس دادُ ّبی 1ریبؾی در ضرایط اطویٌبى ریسی ثرًبهِ فرؼ اغلی

است؛ در ایي گًَِ هذل ّب اثر عذم اطویٌبى دادُ ّب در ویفیت ٍ اهىوبى پوریری خوَاة ّوب تو ثیری       2اسوی

زیبدی از هحوذٍدیت ّوب   ، در ًتیدِ در هسبئل دًیبی ٍالعی هوىي است ثب تغییر یىی از دادُ ّب، تعذاد ًدارد

ضَد. از ایي رٍ، چبلص اغولی در ایوي گًَوِ     4غیر هوکي حتییب  3غیر بْیًٌِمؽ ٍ خَاة ثِ دست آهذُ 

ثبضوذ؛ ثوِ اغوطای ایوي      5استتَار هسبئل، رسیذى ثِ پبسخ هسئلِ است وِ در همبثل عذم اطویٌبى دادُ ّب 

هوی   6بْیٌِ ستازی استتَار  خَاة ّب را خَاة ّبی استَار ٍ ایي دستِ از هسبئل ثْیٌِ سبزی ّب را هسبئل 

اخِْ ثب عذم اطویٌوبى فوراّن   ب ثْیٌِ سبزی استَار رٍش ریسه گریسی را ثرای هَی ریسی ثرًبهًِبهٌذ. ًظریِ 

  .دزهی سب

براهترّوبی ٍرٍدی  دلیوك پ  زیبدی ثِ هموبدیر  حساسیتاستَاری ثِ ایي هفَْم است وِ خرٍخی هذل ًجبیذ 

وبرثرد ثحث استَاری در سبل ّبی اخیور در   وِي ٍیژگی در هذل ّب ثبعث ضذُ است داضتِ ثبضذ. اّویت ای

ِ  .ضَد ّوراُّبی هختلف ثب رضذ فسایٌذُ ای حَزُ  َ  ریوسی  ثرًبهو زهوبى ثٌوذی، هوذیریت    ار در هجبحوث  اسوت

یت، تخػیع هٌبثع، طراحی سیستن ّبی تَلیذی، هذیریت زًدیرُ ت هیي، تذٍیي استراتژی، حول ٍ ًمل یفو

استَار  ریسی ثرًبهٍِ هسبئل هبلی چطوگیر ضذُ است. ثِ طَر ولی هی تَاى هذل ّبی هعرفی ضذُ در زهیٌِ 

 ولی تمسین ثٌذی ورد. دٍ فْرسترا ثِ 

تعریف هی ضَد. در ایي هذل ّب هموذار توبثع    گسستِهذل ّبیی است وِ هجتٌی ثر سٌبریَّبی  دستِ اٍل

 ّذف در ّر یه از سٌبریَّب ثبیذ اختاف ووی ثب یىذیگر داضتِ ثبضٌذ. 

                                           
1 Certain 
2 Nominal 
3
 Non-optimal 

4 Infeasible 
5 Robust 
6 Robust optimization 
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اسوت.   یک بازًُیس ثر اسبس هفَْم هدوَعِ ّبی عذم اطویٌبى ٍ هجتٌی ثر ًَسبى پبراهترّب در  دستِ دٍم

اطویٌبى در ضىل هدوَعِ ّبی عذم اطویٌبى وراى دار هذل سبزی هی ضَد ٍ ّذف ثِ  در ایي هذل ّب، عذم

دست آٍردى خَاة است وِ ًسجت ثِ تمریجب توبم پبراهترّبی عذم اطویٌبى حسبسیت ًذاضتِ ثبضذ. در ٍالع، 

اطویٌبى ٍ عذم طخػی هحذٍد ورد هاستَار در فَاغل  ریسی ثرًبهِپبراهترّبی پیَستِ را هی تَاى ثب رٍیىرد 

 را در یه هدوَعِ هٌبست خبی داد.

خَاة حبغل از ایي هذل خَاثی است وِ ًسجت ثِ تغییرات دادُ ّبی ٍرٍدی ووتر حسوبس اسوت. در ایوي    

)استَاری هذل( هَخِ در غَرتی استَار است وِ ّن استَار ًظریِ یه راُ حل ثرای یه هسئلِ ثْیٌِ سبزی 

 ثبضذ.استَاری خَاة( )ثْیٌِ ٍ ّن استَار 

ثِ ایي هعٌی است وِ راُ حل ثبیذ در هحذٍدیت ّبی هسئلِ ثرای تمریجب تووبهی سوٌبریَّب    هَجِ یاستَار

ٍ ّوىبراى، ًبهَخوِ ثوَدى خوَاة ثوب یوه توبثع        7هبلَیهطبلعِ ثبلی ثوبًذ؛ ثرای ایي هٌظَر در رٍش  هَجِ

 .خریوِ دارای همذار پبییٌی ثبضذع هستلسم ایي است وِ تبثهَخِ ثَدى خَاة . خریوِ اًذازُ گیری هی ضَد

ثبیذ ًسدیه ثِ همذار ثْیٌِ  هسئلِوِ همذار تبثع ّذف ثرای خَاة ًیس ثِ ایي هعٌی است  استَاری بْیٌگی

 ثبلی ثوبًذ یب دارای حذالل اًحرافبت ًبهطلَة از همذار ثْیٌِ ثرای ّر یه از همبدیر سٌبریَّب ثبضذ.

ای خریوِ ّستین وِ ثب تَخوِ  ذل ٍ استَاری خَاة دارثرای استَاری ه ٍ ّوىبراى ثع ّذف هذل هبلَیدر تب

ٍزى اختػبظ هی دّین. رٍضي است وِ در ایوي هوذل، ثوب     جریوِ ّا از ایي هذل سبز ثِ ّر یه حخیثِ تر

 .گیردٍ استَاری هذل ثبیذ تجبدل غَرت  تػوین گیرًذُ، ثیي استَاری خَاة ترخیحبتِ تَخِ ث

 

 

 

 

                                           
7 Mulvey 
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 :خطی ثب پبراهترّبی تػبدفی زیر را در ًظر ثگیریذ ریسی ثرًبهِهذل 

T TMin c x d y 

s.t. Ax b, 

Bx Cy e           

x 0, y 0           

 ًیوس  b  ٍeهبتریس پبراهترّب ٍ  A، B  ٍC. پبراهترّبی ثردارّبی تػوین گیری ّستٌذ yهتغیر ٍ  x هتغیر

 .ّستٌذ ًبدلیك C ,B  ٍeهطخع ٍ  A ٍ bثردار پبراهترّب ّستٌذ. ّوچٌیي 

آٍردُ  spدادُ ٍ احتوبل آى ثب ًطبى  sیه سٌبریَ ًبهیذُ هی ضَد، وِ ثب تحمك ّر همذار ثرای پبراهتر ًبدلیك 

هی ضَد )
s

s

s 1

p 1


 ثرای ًوبیص هدوَعِ سٌبریَّب از .) 1,2,...,S استفبدُ هی وٌین. ؾرایت ًبدلیك 

B ،C  ٍe  را ًیس ثِ غَرتsB ،sC  ٍse  َثرای ّر سٌبریs ى هی دّین. ّوچٌیي، هتغیور  ًطبy    ًیوس

ى دادُ هوی  ًطب sثرای سٌبریَ  syتعذیل لرار هی گیرد، ثِ غَرت وِ در زهبى تحمك یه سٌبریَ در هعرؼ 

 ضَد. هذل ثْیٌِ سبزی استَار تػبدفی ثِ غَرت زیر فرهَلِ هی ضَد:

   1 2 s 1 2 sMin x, y , y ,..., y p , ,...,     

s.t. Ax b, 

ss S s sB x C y e , s ,             

s sx 0, y 0, is free, s ,           

ِ هٌبریَّب ًبساهترّب، هذل هوىي است ثرای ثرخی ثِ دلیل ًبدلیك ثَدى پبر هدوَعوِ   ثبضوذ.  َخو 1 s,...  

را اًذازُ گیری هی  s ثرای سٌبریَ (3)هحذٍدیت ّبی  ّبی خطب است وِ اًذازُ ًبهَخِ ثَدى درضبهل ثردار 

در  sغوَرت،   ب غفر خَاّذ ثوَد؛ در ییور ایوي   ثراثر ث s ,s ثَدى هذل ثرای سٌبریَ هَخِ وٌذ. در غَرت

 لد. در هذل ثبلا، تبثع ّذف هذل اٍخَاّذ ثَ ییرغفرهمذار  (3هحذٍدیت ) T Tc x d y     وِ هی تَاًوذ

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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Tتجذیل ثِ هتغیر تػبدفی ثِ غَرت تبثع سَد یب ّسیٌِ ثبضذ،  T

s s sc x d y       ِهی ضَد ووِ هتَسوط آى ثو

 ازای سٌبریَّب، سَد یب ّسیٌِ هَرد اًتظبر ًبهیذُ هی ضَد.

 ثوب لسووت اٍل  َاری هذل است وِ ٍزى ّذف دارای دٍ لسوت ضبهل استَاری خَاة ٍ است در هذل ثبلا، تبثع

 ( ٍزى ٍ )ثب لسوت دٍم گبهب (هطخع هی ضَد.ا )هگب 

 sثرای سٌبریَ  ًوبیص تبثع ّسیٌِ یب سَدای ثر sی خَاة را در ًظر هی گیرد، از وِ استَار قسوت اٍلدر 

یب  اًحراف هعیبر. ثْرُ هی ثرین   ثسري ثرای هتغیر تػبدفیs      ثِ هعٌی ثبلا ثوَدى ریسوه ایوي خوَاة

عوث یوه تغییور    خَاّذ ثَد. در ایي غَرت، یه تغییر وَچه در همذار پبراهترّبی ًبدلیك هذل هی تَاًوذ ثب 

 زیر استفبدُ وردًذ:ثسري در همذار تبثع ّذف ضَد. ثرای ایي لسوت، هبلَی ٍ ّوىبراى از راثطِ 

 
2

s s s s s s

s s s

p p p  

  

 
        

 
   

 ،درخوِ دٍم  ثب عجبرت  ٍزى تغییر پریری خَاة را ًطبى هی دّذ. در ایي عجبرت
2

s s s s

s s

p p  

 

 
   
 

  

اًحرافبت ثِ خبی عجبرت ثبلا هوی  لذر هطلك ثرای حل ایي هطىل، از  .ًیبز ثِ عولیبت هحبسجبتی زیبدی دارین

 :تَاى استفبدُ ورد وِ ثِ غَرت زیر ثبزًَیسی هی ضَد

  s s s s s s

s s s

p p | p | 

  

          

 هٌفی عرفی دٍ هتغیر ییرثب تَخِ ثِ ییر خطی ثَدى فرم لذر هطلك اًحرافبت، هی تَاى ثب ه
S

 ٍ 
S

 فرم ،

 هدووَ  ایوي دٍ هتغیور   حذالل سبزی لذر هطلك اًحرافبت،  خبی ییر خطی را ثِ فرم خطی تجذیل ورد ٍ ثِ

 :ثبزًَیسی هی ضَد خطیثبلا ثِ غَرت ییر خطی  ریسی ثرًبهِهسئلِ ثر ایي اسبس، . حذالل سبخت

 s s s s s

s s

Min p p  

 

    

s s s s s

s

s.t. p s 

 



      

s s, 0, s    

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 
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0رٍضي است وِ ثرای   حذالل یىی از ،
s

 ٍ
s

 ِعجبرت دیگور، در غوَرت ثوسري     غفر خَاّذ ضذ. ث

s از sثَدى  s

s

p  



، s

 ٍ همذاری هثجت 
s

 غفر ٍ در غَرت وَچه تر ثَدى ثراثر ثب s از s s

s

p  



 

 ،
s

  هثجتهمذاری 
s

 ثوَد. دلوت وٌیوذ ووِ      ٍ همذاری ثراثر ثب غفر خَاّذ
s s s s s

s

| p |  

 



      

 است.

، از تبثع خریوِ قسوت دٍمدر   1 2 sp , ,...,    ِهَخِ ثَدى هذل استفبدُ هی ًب، ثرای دادى خریوِ ث

  پبراهتر ٍزى ییر هَخِ ثَدى هذل را ًطبى هی دّذ ٍ ثب  ضَد وِ استَاری هذل را اًذازُ گیری هی وٌذ.

خَاّوذ   sِ، همذار هَرد اًتظبر ثوردار خطوب   خریو. تبثع هذل را وٌترل هی وٌذ ثیي استَاری خَاة ٍتجبدل 

 ضَد:هی دادُ ثَد وِ ثِ غَرت زیر ًطبى 

  s s

s

p p


    

 بْیٌِ سازی استَار هباًی هدل سازی 

ًظریِ ثْیٌِ سبزی استَار چْبرچَثی را ثرای هَاخِْ ثب عذم اطویٌبى پبراهترّب در هسبئل ثْیٌِ سبزی فراّن 

هی سبزد، ثِ طَری وِ هی تَاى خَاة ثْیٌِ را ثرای ٍلَ  عذم اطویٌوبى در یوه هدوَعوِ عوذم اطویٌوبى      

 8سَیستتر سوبزی اسوتَار را   ریوِ ثْیٌوِ   هعیي ایوي ًگبُ داضت. اٍلیي گبم در راستبی تَسعِ ًظ کراى دار

ستر ثرای هَاخِْ ثب عذم اطویٌبى ستَى هحَر در فَاغل پیطٌْبد ضوذُ  یثرداضتِ است. رٍیىرد سَ( 1973)

است؛ ایي رٍیىرد ثْتریي ًتبیح هوىي را ثرای ّر یوه از پبراهترّوبی ًوبدلیك در ًظور هوی گیورد ٍ خوَاة        

خیلی هحافظِ ثب ایي حبل ایي خوَاة   ؛ًبدلیك هَخِ استای ّوِ دادُ ّبی استَاری را ارائِ هی وٌذ وِ ثر

 از تبثع ّذف ثب دادُ ّبی اسوی ارائِ هی دّذ. خیلی بدتراست ٍ همذار تبثع ّذف را  کاراًِ

                                           
8 Soyster 

(10) 
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ثب هعرفی هذل ّوبیی ثورای   ( 1998ٍ ّوىبراى ) 10ال لبٍی ٍ( 1998) 9ثعذ از دٍ دِّ، ثي تبل ٍ ًویرٍفسىی

هی هوَثر  اسوی در فرم هسبئل درخِ دٍم هخرٍطی، گبهسبئل  ّوتبی حلٍ  ییب تػبدفهسبئل خطی ًبدلیك 

بل ٍ ًویرٍفسىی عذم اطویٌبى سطر هحَر را ثرای اختٌبة از سٌبریَی ثذ تریي ت ثي در ایي هسیر ثر داضتٌذ.

ِ استَاری خذیذی را ثرای هسوئلِ   11ّوتایثررسی وردًذ ٍ  (هَرد )وِ خیلی ییر هحتول است  ریوسی  ثرًبهو

خطی تَسعِ دادًذ وِ در آى یه حذ ثبلایی ثرای تخطی از هحوذٍدیت در ًظور گرفتوِ هوی ضوَد. رٍیىورد       

ثَدُ است ٍ در ًتیدِ  غیر خطیهحبفظِ وبراًِ، اهب هذل حبغلِ  کوترپیطٌْبدی ًسجت ثِ رٍیىرد سَیستر 

 یوب وبرثردی ًیست.ماستَار هست گسستِّبی ثْیٌِ سبزی ثرای حل هذل 

ّوب   رٍیىرد دیگری ثرای ًوبیص عذم اطویٌبى پبراهترّوب تَسوعِ دادُ اًوذ. آى   ( 2004) 12سینثرتسیوبس ٍ 

ایي رٍیىرد  .وراى ّبیی را ثرای پبراهترّبی عذم اطویٌبى در ًظر گرفتٌذ وِ از همذار اسوی خَد هتفبٍت اًذ

پیطوٌْبدی ایوي    خبًَادُ ای از ّوتبی استَار را ارائِ هوی وٌوذ ووِ ٍیژگوی اًعطوبف پوریری دارد. رٍیىورد       

 ًَیسٌذگبى دارای ٍیژگی ّبی زیر است:

 .ثیي عولىرد ٍ استَاری ٍخَد دارد اهىبى تٌظین سطح حفبظت ثرای تجبدل .1

 .اهىبى هحبسجِ تؿویي احتوبل ثرای ارؾبی هحذٍدیت ّب ٍخَد دارد .2

 ایي رٍیىرد ثرای هسبئل ثْیٌِ سبزی گسستِ لبثل استفبدُ است. .3

، فرؼ هوی ضوَد دادُ ّوبی عوذم اطویٌوبى در یوه       ی وراًذارثر هدوَعِ ّب در ثْیٌِ سبزی استَار هجتٌی

هدوَعِ عذم اطویٌبى هعیي تَزیع ضذُ اًذ ٍ ّذف اًتخبة ثْتریي خَاة از ثیي خَاة ّوبیی اسوت ووِ در    

زیوع  ّستٌذ. تَزیع ّبی عذم اطویٌبى دادُ ّب هی تَاًذ یىی از تَ یب هَخِ ثراثر عذم اطویٌبى دادُ ّب هػَى

 یىٌَاخت، ًرهبل ٍ گسستِ هبًٌذ دٍخولِ ای ٍ پَاسي را ثِ خَد ثگیرد.ّبی پیَستِ هبًٌذ تَزیع 

                                           
9 Ben-tal and Nemirovski 
10 El Ghaoui 
11 Counterpart 
12 Bertsimas and Sim 
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 هجوَعِ ّای عدم اطویٌاى

 هجوَعِ عدم اطویٌاى جعبِ ای 

غَرت زیور ثیوبى   ُ عذم اطویٌبى ثِ  ثی ًْبیت ثردار داد 13هدوَعِ عذم اطویٌبى خعجِ ای ثب استفبدُ از ًرم

 :هی ضَد

   j iU ||| || || | , j J              

 .پبراهتر لبثل تٌظین است وِ اًذازُ هدوَعِ عذم اطویٌبى را وٌترل هی وٌذ 

اگر پبراهترّبی عذم اطویٌبى در فَاغل هعیي 
ij ij ij ij ij i

ˆ ˆa a a ,a a j J         سوسس  هحذٍد ضوذُ ثبضوذ ،

عذم اطویٌبى ثِ غَرت 
ij ij ij ij

ˆa a a  ی ضَد، ثِ طَری وِ ًطبى دادُ ه
ij [ ُ1, 1در ثبز-]    تَزیوع هوی

1ضَد. ٍلتی    یعٌی( j iU || | 1, j J         ثبضذ، هدوَعِ عذم اطویٌبى فبغولِ ای را خوَاّین )

زیر ایي ًَ  هدوَعِ عذم اطویٌبى ضىل  داضت وِ یه هَرد خبظ از هدوَعِ عذم اطویٌبى خعجِ ای است.

 را ًطبى هی دّذ.

 

 ًوبیص عذم اطویٌبى خعجِ ای - 1ضىل 

                                           
13 Norm 

(11) 
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 هجوَعِ عدم اطویٌاى بیضی 

وِ راثطوِ ریبؾوی   هی ضَد  یٌبى ثیبىهدوَعِ عذم اطویٌبى ثیؿی ثب استفبدُ از ًرم دٍم ثردار دادُ عذم اطو

 :آى ثِ غَرت زیر است

 
1

2

2 2 j

j J

U ||| || |


  
          

  
 

 .تَخِ داضتِ ثبضذ ووِ ًورم    پبراهتر لبثل تٌظین است وِ اًذازُ هدوَعِ عذم اطویٌبى را وٌترل هی وٌذ

2
2ّوبى ًرم استبًذارد اللیذسی است ثِ طَریىِ  

2
1

j

j

x x


  .است 

 

 ًوبیص عذم لطعیت ثیؿَی -2ضىل 

 ٍجْی  ٌدچهجوَعِ عدم اطویٌاى 

 ضَد. ر دادُ عذم اطویٌبى ًطبى دادُ هیرم یه ثرداًاطویٌبى چٌذٍخْی ثب استفبدُ از  هدوَعِ عذم

 
i

1 1 j

j J

U ||| || | | |


  
          

  
 

 ًوبیص ایوي هدوَعوِ عوذم     .پبراهتر لبثل تٌظین است وِ اًذازُ هدوَعِ عذم اطویٌبى را وٌترل هی وٌذ

 اطویٌبى ثِ غَرت ضىل زیر هی ضَد.

(12) 

(13) 
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 ًوبیص عذم اطویٌبى چٌذٍخْی – 3ضىل 

 بیضی +هجوَعِ عدم اطویٌاى جعبِ ای 

 :زیر تعریف هی ضَدغَرت عذم اطویٌبى اضتران ثیي یه ثیؿی ٍ خعجِ است وِ ثِ ایي ًَ  از هدوَعِ 

i

2 2

2 j j i

j J

U | ,| | , j J



  
          
  
 

ّب هحوذٍد ًووی ضوَد،     )خعجِ ای ٍ ثیؿی( ثِ ّر یه از آىهدوَعِ اضتران ایي دٍ  ٍخَدثرای اطویٌبى از 

 :پبراهترّب ثبیذ راثطِ زیر را الٌب  وٌٌذ

i| J |  

1ٍلتی  ًکتِ:   زیر هی ضَد.خعجِ ای + ثیؿَی ثِ غَرت ثبضذ، هدوَعِ عذم اطویٌبى 

 

 ًوبیص عذم اطویٌبى خعجِ ای + ثیؿَی – 4ضىل 

(14) 

(15) 
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 چٌد ٍجْی  + ای بِعهجوَعِ عدم اطویٌاى ج

وِ ثب اضتران ًرم یه  تایي ًَ  از هدوَعِ عذم اطویٌبى اضتران ثیي هدوَعِ چٌذ ٍخْی ٍ فبغلِ ای اس

 :ٍ ًرم ثی ًْبیت ثِ غَرت زیر تعریف ضذُ است

i

1 j j i

j J

U | | | ,| | , j J



  
          
  
 

ّب ثِ ّیچ یه  اضتران ثیي آى ستٌذ،ی ای وِ لبثل تٌظین ّْخٍ ٌذچٍاؾح است وِ ثرای یه خعجِ ٍ یه 

 ذ:ٌالٌب  وٌ زیرًوی یبثذ، اگر پبراهترّب راثطِ  ّب وبّص از آى

i| J |    

 

 هدوَعِ عذم اطویٌبى خعجِ ای + چٌذٍخْی – 5ضىل 

 هجوَعِ عدم اطویٌاى جعبِ ای + بیضی + چٌدٍجْی 

ایي ًَ  از هدوَعِ عذم اطویٌبى اضتران ثیي هدوَعِ ثیؿی، چٌذ ٍخْی ٍ خعجِ ای است وِ ثِ غَرت 

 :زیر تعریف ضذُ است

1 1

2 2

1 2 j j j i

j J j J

U | | | , ,| | , j J

 

  
             
  
  

وی یبثوذ، اگور   ًّب وبّص  خعجِ ٍ یه چٌذ ٍخْی ٍ ثیؿی ثِ ّیچ یه از آىهطخع است وِ اضتران ثیي 

 :پبراهترّبی لبثل تٌظین راثطِ زیر را الٌب  وٌٌذ

i| J |  

(18) 

(17) 

(16) 

(19) 

(20) 
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i| J |  

خاغِ ضذُ اًذ. ثب تَخِ ثِ ٍیژگی ثستِ ٍ ثبز ثوَدى هدوَعوِ ّوبی     1اًَا  هختلف عذم اطویٌبى در خذٍل 

داهٌِ پیطٌْبدی ثرای پبراهترّبی لبثول تعوذیل هدوَعوِ ّوبی عوذم اطویٌوبى        1 عذم اطویٌبى، در خذٍل

 .هختلف آٍردُ ضذُ است
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 خاغِ ای از هدوَعِ ّبی عذم اطویٌبى - 1خذٍل 

 ًَع پاراهتر هحدٍدُ پیشٌْادی برای عدم اطویٌاى کراى دار هحدٍدُ پیشٌْادی برای عدم اطویٌاى بی کراى

  1   خعجِ ای 

 i| J |  ثیؿی 

  i| J |   چٌذٍخْی 

 ًدارد
i| J |  فبغلِ ای + ثیؿی 

i| J |  
i1, | J |    ,  خعجِ + ثیؿی 

 ًدارد
i| J |   فبغلِ ای + چٌذ ٍخْی 

i| J |   i1, | J |     ,  خعجِ +چٌذ ٍخْی 

 ًدارد
i| J |, 

i| J |  

 
فبغلِ ای + ثیؿی + 

 چٌذٍخْی

i| J |  

i| J |  

i1, | J |    

i| J |  

, ,   خعجِ + ثیؿی + چٌذ ٍخْی 
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ر اسبس تعبریفی وِ از هدوَعِ ّبی عذم اطویٌبى ارائِ ضذ، فرهَلِ ثٌذی ثْیٌِ سبزی ّوتبی استَار ثورای  ث

خطی ثب پبراهترّوبی   ریسی ثرًبهِهسبئل ثْیٌِ سبزی خطی را استخراج هی وٌین. اثتذا ّوتبی استَار هسئلِ 

بئلی ثوب پبراهترّوبی   هسو  را استخراج هی وٌین، سسس ثِ فرهَلوِ سوبزی اسوتَار   ( LHSًبدلیك سوت چپ )

 :هی پردازینثِ طَر ّوسهبى ( RHSٍ راست )( LHS) چپًبدلیك سوت 

 ّبی استَار ثِ فرم زیر خَاّذ ثَد: ًبدلیك ثبضٌذ، هحذٍدیت iُ فمط همبدیر سوت چپ در هحذٍدیت ّر گب

i

ij j ij ij j i
U

j j J

ˆa x Max a x p




  
   

  
  

 :هعرفی ضذُ است اطویٌبى ثِ غَرت زیرّوتبی استَار ایي هحذٍدیت ثرای اًَا  هختلف عذم 

 دیت استَار هتٌبظر ثوب راثطوِ ثوبلا   ثبضذ، سسس هحذٍ هجوَعِ عدم اطویٌاى جعبِ ای U. اگر هدوَعِ 1

 هعبدل هحذٍدیت زیر خَاّذ ثَد:

i

ij j ij j i

j j J

ˆa x a | x | p


   

 هتٌوبظر ثوب آى هعوبدل   ذٍدیت اسوتَار  ثبضذ، سسس هحو  هجوَعِ عدم اطویٌاى بیضی Uاگر هدوَعِ . 2

 :هحذٍدیت زیر خَاّذ ثَد

i

2 2

ij j ij j i

j j J

ˆa x a x p


   

یعٌی افوسایص اًوذازُ هدوَعوِ عوذم      ،  ٍسایص همذار پبراهتر عذم اطویٌبى رٍضي است وِ ثب اف ًکتِ:

 اطویٌبى، هدوَعِ هَخِ هسئلِ ثْیٌِ سبزی ّوتبی استَار حبغلِ وَچه هی ضَد.

 ذٍدیت استَار هتٌبظر ثب آى هعبدلسسس هح ثبضذ، چٌدٍجْیهجوَعِ عدم اطویٌاى  Uاگر هدوَعِ . 3

 :هحذٍدیت زیر خَاّذ ثَد

ij j i i

j

a x z p  

i ij j i
ˆz a | x |, j J   

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 
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ثبضذ، سسس هحذٍدیت استَار هتٌبظر ثب آى  بیضی + هجوَعِ عدم اطویٌاى جعبِ ای Uاگر هدوَعِ . 4

 :هعبدل هحذٍدیت زیر خَاّذ ثَد

i i

2 2

ij j ij j ij ij ij i

j j J j J

ˆ ˆa x a | x z | a z p
 

      

هتٌبظر س هحذٍدیت استَار سسثبضذ،  چٌدٍجْی+ هجوَعِ عدم اطویٌاى جعبِ ای  Uاگر هدوَعِ . 5

 :ثب آى هعبدل هحذٍدیت زیر خَاّذ ثَد

i

ij j ij i i

j j J

a x w z p


    

i ij ij j i
ˆz w a | x |, j J    

i ijz 0,w 0  

 رخَ  وٌیذ.( 2011ٍ ّوىبراى ) 14ثرای اثجبت هَارد ثبلا هی تَاًیذ ثِ هٌجع لی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                           
14 Lee 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 
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  LHS  ٍRHSاهیي هحذٍدیت خطی ثب عذم اطویٌبى iفرهَلِ سبزی ّوتبی استَار ثرای  1-7خذٍل 

 فرهَل بٌدی ّوتای استَار هجوَعِ عدم اطویٌاى

 جعبِ ای
i

ij j ij ij i i

j j J

ˆˆa x a | x | b b


 
   

 
  

 بیضی
i

2 2 2

ij j ij j i i

j j J

ˆˆa x a x b b


 
    
  

  

 ٍجْی دچٌ
ij j i i

j

i ij j i i i

a x z b

ˆˆz a | x |, j J , z b

   


    


 

i جعبِ ای + بیضی

i

ij j ij i i0

j J

ij j i
2 2 2 2

j
ij ij i i0

j J

ˆâ | x z | b |1 z |

a x b
ˆâ z b z





     
 

  
  
  






 

 چٌد ٍجْی+  جعبِ ای

i

ij j i ij i0 i

j j J

a x z p p b


 
    
 

  

i ij ij j i i i0 i
ˆˆz p a | x |, j J ,z p b      

i ij i0z 0,p 0,p 0   

i چٌد ٍجْی+  بیضی +جعبِ ای  i

2 2

ij j i ij i0 ij i0 i

j j J j J

a x z p | | p | w w b
 

 
      
  

   

i ij j ij ij i i i i0 i0
ˆˆz | a x p w |, j J , z | b p w |        
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 ًظر ثگیریذ: هسئلِ ثْیٌِ سبزی خطی زیر را در :1 هثال

1 1 2 2Max c x c x 

11 1 12 2 1s.t. a x a x b  

21 1 22 2 2a x a x b       

1 2x , x 0      

 ثرای همذار اسوی پبراهتر ّبی هذل دارین:

    11 12 1

1 2

21 22 2

a a b10 20 140
c c 8 12 , ,

a a b6 8 72

      
        

      
 

 خطی ثبلا ثِ غَرت زیر است: ریسی ثرًبهًِسخِ ًبدلیك هسئلِ 

1 1 2 2Max c x c x 

11 1 12 2 1s.t. a x a x b  

21 1 22 2 2a x a x b      

1 2x , x 0     

 :عذم اطویٌبى پبراهترّبی هسئلِ ثبلا ثِ غَرت زیر تعریف هی ضَد

j j j i0
ˆc c c , j 1,2    

ij ij ij ija a a ,i 1,2 j 1,2     

i i i i
ˆb b b ,i 1,2    

jووووِ  jĉ 0.1c ،
j jb̂ 0.1b،ij ijâ 0.1a  اسووووی خوووَد را ًطوووبى هوووی دٌّوووذ ٍ  اًحوووراف از هموووذار

10 20 11 12 21 22 1 2, , , , , , ,        .هتغیر ّبی تػبدفی هستمل ّستٌذ 

را ًوبدلیك در  ( OBJٍ همبدیر تبثع ّذف )( RHS، سوت راست )(LHS) ٍلتی ّن زهبى همبدیر سوت چپ

ًظر ثگیرین، اثتذا عذم اطویٌبى تبثع ّذف را ثِ عذم اطویٌبى هحذٍدیت تجذیل هی وٌوین ٍ سوسس ّوتوبی    
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  ِ  استَار هجتٌی ثر هدوَعِ عذم اطویٌبى ّبی هختلف را فرهَلِ هی وٌین؛ ّوتبی استَار هجتٌی ثور هدوَعو

ّبی دیگر ًیس ثِ  دوَعُِ است. ثرای هرت زیر فرهَلِ ضذاطویٌبى خعجِ ای، ثیؿی ٍ چٌذٍخْی ثِ غَعذم 

 ورد. ّب را فرهَلِ ّویي ترتیت هی تَاى ّوتبی استَار آى

Max z 

 1 2 1 2s.t. z 8x 12x 0.8x 1.2x 0     

 1 2 1 210x 20x x 2x 14 140             

 1 2 1 210x 20x 0.6x 0.8x 7.2 72             

1 2x , x 0         

Max z 

2 2

1 2 1 2s.t z 8x 12x 0.64x 1.44x 0     

2 2

1 2 1 210x 20x x 4x 196 140         

2 2

1 2 1 210x 20x 0.36x 0.64x 51.81 172         

1 2x , x 0     

Max z 

1 2 1s.t.z 8x 12x z 0    

1 1 1 2z 0.8x ,z 1.2x      

1 2 210x 20x z 140       

2 1 2 2 2z x ,z 2x ,z 14       

1 2 310x 20x z 72       

3 1 3 2 3z 0.6x z 0.8x ,z 7.2       

1 2x , x 0     
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 هدل ّای استَار هبتٌی بر هجوَعِ ّای عدم اطویٌاى 

ثراثر ثب دادُ ّبی اسوی  ٍذل ثب فرؼ ضٌبختِ ثَدى دادُ ّب ریبؾی، تَسعِ ه ریسی ثرًبهِپبراداین واسیه در 

است. ثب ایي حبل ایي رٍیىرد ت ثیر عذم اطویٌبى دادُ ّب را رٍی ویفیت ٍ هَخِ ثوَدى هوذل در ًظور ًووی     

هتفبٍت ثَدى ایي همذار دادُ ّب از دادُ ّبی اسوی، هوىي است از چٌوذیي   تگیرد. رٍضي است وِ در غَر

در ایوي   ًجبضذ. ِب یبفت ضذ، دیگر ثْیٌِ یب حتی هَختخطی وٌین ٍ خَاة ثْیٌِ وِ ثب ایي دادُ ّ یتهحذٍد

 ثررسی هی ضَد. سین ٍ برتیسواس، ٍ بي تال ٍ ًیورٍفسکی، سَیسترثخص، سِ رٍیىرد ثْیٌِ سبزی 

دادُ ّب است، طراحی وورد ووِ ثوِ     طویٌبىیی وِ خَاة آى ّب هػَى از عذم ادر ایٌدب ثبیذ ثتَاى رٍیىردّب

د وِ تب خبی هوىي، در هٌظَر لازم است هذل ّبیی طراحی ور رای ایيت. ثَْم استَاری ایي رٍیىردّب اسهف

سوتر یوه هوذل    سَی .ثرداضوت سَیستر دادُ ّب ایوي ثبضٌذ. اٍلیي گبم در ایي هسویر را   ثراثر عذم اطویٌبى

خطی ثرای تطىیل خَاثی وِ ثرای ولیِ دادُ ّبی هتعلك ثِ یه هدوَعِ هحذة هَخوِ اسوت،    ریسی ثرًبهِ

 د.پیطٌْبد ور

 خطی اسوی زیر را در ًظر ثگیریذ: ریسی ثرًبهِهسئلِ 

TMax c x 

s.t. Ax b 

x u       

را هتبثر هی سوبزد. ّوچٌویي فورؼ     Aویٌبى دادُ ّب فمط عٌبغر هبتریس در راثطِ ثبلا، فرؼ وٌیذ عذم اط

ب تَخِ ثِ حذاوثر سوبزی توبثع   ث . اگر ٍخَد داضت،وٌیذ تبثع ّذف در هعرؼ عذم اطویٌبى لرار ًذاضتِ ثبضذ

Tzهحذٍدیت  ،zّذف  c x 0  را ثِ هحذٍدیت ّبی هذل Ax b .هی تَاى اؾبفِ ورد 

ِ  در ًظور ثگ  iرا هدوَعِ عذم اطویٌوبى در سوطر    A ،iJاز هبتریس  i ثرای سطر در هعورؼ عوذم    یریوذ وو

، ّر درایِ iاطویٌبى لرار دارد. در سطر  i ijj J a راى وَرت یه پبراهتر هستمل، هتمبرى ٍ غ ثِ را هی تَاى

ی وِ همذاری در ثوبزُ  دار هذل سبزی ورد، ثِ طَر
ij ij ij ij

ˆ ˆa a ,a a      .ثگیوردija ٍ ijâ     ثوِ ترتیوت هموذار

(30) 
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 اسوی ٍ حذاوثر اًحراف از همذار اسوی را ًطبى هی دٌّذ.

ّیچ خللی ثِ ولیت هسئلِ ٍارد ًوی وٌذ؛ چرا وِ اگر در توبثع ّوذف، پبراهترّوبی     c ٍ bفرؼ لطعی ثَدى 

است. ّوچٌیي در غَرتی  اضتِ ثبضین، تبثع ّذف ًیس ثِ راحتی لبثل تجذیل ضذى ثِ یه هحذٍدیتًبدلیك د

ییر لطعی ثبضذ، ّوبًٌذ پبراهترّبی سوت چپ ثب آى رفتبر هی ضَد، ثِ ًحَی وِ هی تَاى فرؼ  bوِ ثردار 

 ورد در یه هتغیر ثب همذار ثبثت یه ؾرة ضذُ ثبضذ

 ( 1978یستر )هدال سَ

ی ارائِ ورد وِ در آى خَاة هوذل ثورای ولیوِ دادُ ّوبی ٍرٍدی هَخوِ      خطستر یه هذل ثْیٌِ سبزی یسَ

ثِ غَرت زیر  (31)هذل استَار وِ  ثَدًذ، ثِ طَری وِ ّر دادُ عذم اطویٌبى ثِ غَرت هستمل هَخِ است.

 است:

TMax c x 

i

ij j ij i i

j 1 j J

ˆs.t. a x a y b i
 

    

i j jy x y i        

x u       

y 0     

*x را خَاة ثْیٌِ هذل ثبلا در ًظر ثگ   ِ *، یریذ. رٍضي است ووِ در حبلوت ثْیٌو

j jy | x |    ٍاسوت؛ از ایوي ر

 خَاّین داضت:

i

*

ij j ij j i

j 1 j J

ˆa x a | x | b i
 

     

، خَاة ثِ دست آهذُ هَخِ ثوبلی  ijaسَیستر ًطبى داد وِ ثِ ازای ّر همذار هوىي ثرای دادُ عذم اطویٌبى 

 هی هبًذ؛ از ایي رٍ ایي خَاة، خَاثی استَار است ٍ دارین:

i

* * * * *

ij j ij j ij ij j ij j ij j i

j 1 j 1 j 1 j 1 j J

ˆ ˆa x a x a x a x a | x | b i
    

           

(31) 

(33) 

(32) 
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عجبرت  ،i ثرای ّر هحذٍدیت
i

*

ij j

j J

â | x |


 ثب حفظ یه ضىبف ثیي *

ij j

j 1

a x


 ٍ ib     یوه حفبظوت لازم ثورای

 ایي هحذٍدیت ایدبد هی وٌذ.

 :خطی ثب دادُ ّبی اسوی زیر را در ًظر ثگیریذ ریسی ثرًبهِسئلِ ه :9 هثال

1 2Max 20x 30x 

1 2s.t. 5x 3x 200,  

1 24x 7x 240,       

1 2x , x 0      

 ٍ 1ولیِ ؾرایت هتغیرّب در هحذٍدیت ّب ًبدلیك ّستٌذ. حذاوثر اًحراف از همذار اسوی در هحذٍدیت اٍل )

اسوت. ثوب وووه     1x ٍ 2xثرای هتغیرّوبی  ( 1ٍ  5/0ٍ در هحذٍدیت دٍم ) 1x  ٍ2xثرای هتغیرّبی ( 5/0

 .ستر هسئلِ را هذل سبزی ٍ حل وٌیذیرٍیىرد سَ

 حل:

 :هسئلِ ثبلا ثِ غَرت زیر فرهَلِ ثٌذی هی ضَد

1 2Max 20x 30x 

 1 2 1 2s.t. 5x 3x y 0.5y 200,    

1 2 1 24x 7x 0.5y y 240,          

1 1 1y x y         

2 2 2y x y        

x, y 0       
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 خَاة ثْیٌِ ٍ همذار آى در خذٍل زیر آهذُ است:

 Z x1 x9 y1 y9 

 - - 39/17 56/29 04/1113 هدل اسوی

 74/16 56/23 74/16 56/23 64/973 هدل سَیستر

 

ّوبى طَر وِ هطبّذُ هی ضَد خَاة هسئلِ ثب در ًظر گرفتي عذم اطویٌبى در هوذل سَیسوتر ًسوجت ثوِ     

خَاة هذل اسوی هتفبٍت ٍ همذار تبثع ّذف ثِ دلیل هحبفظِ وبری در حل هوذل ثوِ اًوذازُ لبثول توَخْی      

 وبّص یبفتِ است.

 ( 9۰۰1رٍفسکی )یٍ ًو لاتي بل هد

در رٍیىرد سَیستر عاٍُ ثر سطح هحبفظِ وبری ثبلا، در خَاة ثِ دست آهوذُ از ایوي رٍیىورد، هموذار توبثع      

ثِ دست هی دّذ. ثرای ایي  اسویرا در همبیسِ ثب تبثع ّذف خَاة هسئلِ ثْیٌِ سبزی  بدتریّذف خیلی 

ثوب   هحتد  هٌظَر، الگَریتن ّبی وبرایی از خولِ رٍش ثي تبل ٍ ًویرٍفسىی ثرای حل هسبئل ثْیٌِ سبزی 

دادُ ّبی عذم اطویٌبى پیطٌْبد ضذُ است. ثب ایي حبل، فرهَلِ سبزی استَار حبغلِ ضبهل هسبئل درخِ دٍم 

 .ثل استفبدُ ًیستاست، در ًتیدِ ثرای ثْیٌِ سبزی گسستِ لب 15هخرٍطی

 تبل ٍ ًویرٍفسىی هسئلِ استَار زیر را پیطٌْبد وردًذ: ثي

TMax c x 

i i

2 2

ij j ij j i ij ij i

j j J j J

ˆ ˆs.t. a x a y a z b i
 

      

ij j ij ij iy x z y i, j J           

                                           
15 Conic quadratic optimization 

(34) 

(35) 

(36) 
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 l x u        

y 0     

حذاوثر  ،iى دادًذ وِ احتوبل ًمؽ هحذٍدیت ّب ًطب آى
2

iexp
2

 
 
 

سجت ثِ هذل ًهذل استَار ثبلا است.  

 ِ است.ًووتر هحبفظِ وبرا سترسَی

mفرؼ وٌیذ هبتریس اسوی  nA   دارایk  ِایٌىوِ  . ثوب تَخوِ ثوِ    دارای عذم اطویٌوبى اسوت  ؾریت ثبضذ و

 n 2َیستر یه هسئلِ ثْیٌِ سبزی خطی ثب سهذل  ،است هحذٍدیت m هتغیر ٍ nهسئلِ اسوی اٍلیِ، دارای 

 هتغیر ٍ  n+2kیه هسئلِ هخرٍطی درخِ دٍ ثب  (34-38)در همبثل هذل است.  هحذٍدیت m+2nهتغیر ٍ 

m+2k ثْیٌوِ سوبزی   حذٍدیت است. ثب تَخِ ثِ ییر خطی ثَدى هذل، ایي هوذل ثورای حول هوذل ّوبی      ه

 گسستِ استَار لبثل استفبدُ ًیست.

یه وبرخبًِ تَلیذ فَلاد هی تَاًذ سِ ًَ  فَلاد تَلیذ وٌذ. زهبى هَرد ًیبز، ّسیٌِ تَلیذ ٍ سَد ّور  : 3هثال 

 تي از هحػَلات در خذٍل زیر آهذُ است:

 A B C 

 5 10 8 ّسیٌِ تَلید ّر تي

 8 6 4 زهاى هَرد ًیاز برای تَلید ّر تي

 10 20 15 ّر تي سَد

 

ٍاحذ است. هسئلِ را ثِ گًَوِ ای هوذل سوبزی     120ٍاحذ ٍ ول زهبى در دسترس  200ثَدخِ ایي وبرخبًِ 

 وٌیذ وِ ثب تَخِ ثِ ثَدخِ ٍ زهبى در دسترس سَد ول حبغل از تَلیذ هحػَلات حذاوثر ضَد.

ثبضذ، هذل لطعی هسوئلِ ثوِ    B ,A  ٍCثِ ترتیت هیساى تَلیذ فَلاد از ًَ   x1 ،x2 ٍ x3اگر هتغیرّبی آى 

 :غَرت زیر خَاّذ ثَد

(37) 

(38) 
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1 2 3Max 15x 20x 10x  

1 2 3s.t. 8x 10x 5x 200,   

1 2 34x 6x 8x 120,        

1 2 3x ,x ,x 0      

 A، B  ٍCاسوی ّسیٌِ تَلیذ ثرای هحػَلات ثررسی ّبی هذیریت ًطبى هی دّذ حذاوثر اًحراف از همذار 

ثرای ّر یه از ایي هحػَلات ثِ ترتیوت   زهبى تَلیذ یاسوٍ حذاوثر اًحراف از همذار  5/0ٍ  2، 1ثِ ترتیت 

ثبضذ، هذل ّوتبی  15/0ٍ  25/0 ل ًمؽ هحذٍدیت ّبی ثبلا ثِ ترتیتاست. ثب فرؼ ایٌىِ احتوب 2ٍ 1، 5/0

 وٌیذ.ایي هسئلِ را ثب رٍش ثي تبل ٍ ًویرٍفسىی ثٌَیسیذ ٍ آى را حل  استَار

 حل:

احتوبل ًمؽ ّر هحذٍدیت ثراثر ثب اگر حذاوثر 
2

1exp
2

 
 
 

 ایي رٍ دارین:از . ثبضذ 

2

1
1exp 0.25 1.36

2

 
    
 

 

2

2
2exp 0.15 1.9

2

 
    
 

 

ؾرایت فٌی ییر لطعی ٍ ثِ غَرت ثبزّبی تعریف ضذُ اًذ، ثٌبثرایي هوذل ثوي توبل ٍ     ّوِثب تَخِ ثِ ایٌىِ 

 :ًویرٍفسىی ثِ غَرت زیر تعریف هی ضَد

1 2 3Max 15x 20x 10x  

1
2 2 2 2

1 2 3 11 12 13 11 12 13s.t. 8x 10x 5x y 2y 0.5y 1.26 z 4z 0.25z 200           

1
2 2 2 2

1 2 3 21 22 23 21 22 234x 6x 8x 0.5y y 2y 1.9 0.25z z 4z 120                  

11 1 11 11y x z y           

12 2 12 12y x z y            
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13 3 13 13y x z y            

21 1 21 21y x z y            

22 2 22 22y x z y          

23 3 23 23y x z y           

i ijx , y 0         

 :خَاة ثْیٌِ حبغل از حل هذل ثِ غَرت خذٍل زیر خَاّذ ثَد

 هتغیر تصوین هقدار جَا  بْیٌِ هتغیر تصوین هقدار جَا  بْیٌِ

5/5 22y 2/340 همذار تبثع ّذف 

7/1 
23y 2/114 

1x 

0 
11z 5/5 

2x 

0 
12z 7/1 

3x 

0 
13z 7/2 

11y 

2/14 
21z 0 

12y 

4/5 
22z 0 

13y 

7/1 
23z 5/11 

21y 
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 (9۰۰4تسیواس ٍ سین )ل برهد

c،l ٍ ،u  را ثردارّبییn  ،تبیA  را هبتریسm n  ٍb  را یه ثرداریm  ِتبیی در ًظر ثگیریذ. هسبلِ ثرًبه

 هتغیر در ًظر ثگیریذ: nریسی ریبؾی اسوی زیر را ثب هدوَعِ 

TMin c x 

s.t. Ax b 

l x u       

ضبهل دادُ ّوبی ییرلطعوی    cٍ ثردار  Aثذٍى از دست دادى ولیت هسئلِ، فرؼ هی ضَد وِ تٌْب هبتریس 

از اعذاد لطعی تطىیل یبفتِ است. ّر چٌذ در ایي هَرد ًیس هی تَاى هتغیر خذیذ  bّستٌذ ٍ ثردار 
1nx 

را  

1هعرفی ورد ٍ ًَضت  10, ,1 1n nAx bx l x u x        ِدر ًتید ٍA  ِرا طَری ًَضت وb   را ًیوس

  ضبهل ضَد.

در وبرثردّبی هعوَل، ثرای همذار هیبًگیي ؾرایت 
ija  داهٌِ آى ّب ٍ

îja   دارد.  تخویي ّبی هعموَلی ٍخوَد

ك ایي ؾرایت در اوثر هَالع ثعیذ ثبضذ. ثِ طریك هطوبثِ تخوویي ّوبیی    یاحسبس هی ضَد ضٌبخت تَزیع دل

هَخَد است. هذل عذم لطعیت دادُ ّبیی وِ در ایوي ثخوص    jdٍ داهٌِ آى ّب  jcثرای ؾرایت تبثع ّذف 

 خبظ ثِ غَرت زیر هی ثبضذ.ثررسی هی ضَد، ثِ طَر 

  Aت ثرای هبتریس یالف( عذم لطع

فرؼ وٌیذ  1,2,...,N n ّر وذام از ؾرایت .j N  ،
ija     ثِ غَرت یه هتغیر تػوبدفی هسوتمل، ثوب

jوِ  ija تَزیع هتمبرى ٍ وراى دار هذل هی ضَد ٍ  N  ُدر ثبزˆ ˆ,ij ij ij ija a a a     .همذار هی گیرد 

  cة( عذم لطعیت ثرای ثردار ّسیٌِ 

jّر وذام از  N  ٍjc  ُدر ثبز,j j jc c d    ِهمذار هی گیرد وjd      ِثیوبًگر اًحوراف از ؾوریت ّسیٌو

 است. jcاسوی 

ˆوِ اهىبى  ثبیذ تَخِ داضتِ ثبضیذ 0ija   0یبjd          هدبز اسوت. ّوچٌویي تٌْوب فرؾوی ووِ ثورای تَزیوع

(39) 

(40) 

(41) 
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ؾرایت 
ija  ًظر گرفتِ ضذُ، هتمبرى ثَدى آى هی ثبضذ.در 

 در اداهِ ثِ فرهَل ثٌذی ثرًبهِ ریسی استَار هذل هعرفی ضذُ هی پردازین.

,ثِ هٌظَر استَار ثَدى خَاة، اعذاد  0,1,...,i i m      ُ0تعریف هی ضوَد ووِ در ثوبز, iJ     یهموذار هو 

گیرًذ وِ در آى  ˆ| 0i ijJ j a   ثِ عجبرت دیگرiJ ی در هحوذٍدیت  ثراثر ثب تعذاد دادُ ّبی ییرلطعi 

 ام است. 

در هحذٍدیت ّب، تٌظین ًوَدى هیساى استَاری در همبثل سطح هحبفظِ وبری خَاة است.  iًمص پبراهتر 

iام هسئلِ اسوی، یعٌی  iهحذٍدیت  ia x b  را در ًظر ثگیریذ. فرؼ وٌیذ ،iJ  هدوَعِ ؾرایتij J ،

ija ت ّستٌذ. ثِ عجبرت دیگر، یّبیی ثبضذ وِ دارای عذم لطع
ija  ثرایij J     هموبدیری تػوبدفی از یوه

تَزیع هتمبرت ثب هیبًگیي 
ija  ُدر ثبزˆ ˆ,ij ij ij ija a a a     ِهی گیرًذ. ثِ ًظر هی رسذ ووتر احتوبل دارد و

ّوِ 
ija  ثرایij J  است وِ در ّوِ حبلاتی وِ حذاوثر  آىّوسهبى تغییر وٌٌذ. در ایٌدب ّذفi    تب

ًیس حذاوثر ثِ اًذازُ  itaاز ایي ؾرایت هدبز ثِ تغییر ثبضٌذ، ٍ یه ؾریت   ˆi i ita       ،تغییر هی وٌوذ

  ام ًبهیذُ هی ضَد.  iسطح حفبظت ثرای هحذٍدیت  iهَخِ ثَدى خَاة تؿویي ضَد. همذار 

سطح استَار ثَدى را ثرای تبثع ّذف وٌترل هی وٌذ. عالِ هٌذ ثِ یبفتي خَاة ثْیٌِ ای ّستین  0پبراهتر 

تغییر هی وٌٌذ ٍ ثیطوتریي توبثیر را رٍی    ّسیٌِتب از ؾرایت  0ت ّوِ سٌبریَّبیی وِ وِ تبثع ّذف را تح

فرؼ وٌیذ خَاة هی گرارًذ، ثْیٌِ وٌذ.  0 | 0jJ j d  0. اگر 0       ثبضوذ، اثور تغییورات در ؾورایت

0ّسیٌِ ثِ طَر وبهل ًبدیذُ گرفتِ هی ضَد. اهب اگر  0J   ثبضذ، ّوِ تغییرات هوىي در ؾرایت ّسیٌِ در

 ًظر گرفتِ هی ضَد وِ هحبفظِ وبراًِ تریي حبلت هی ثبضذ.

 خبظ ثِ ضىل زیر است. ثِ طَر( 41-39)ٍ سین ثرای هسئلِ  ثرتیسوسّوتبی استَار پیطٌْبدی 
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 0 0 0 0 0
0

| ,
maxT

j j
S S J S

j S

Min c x d x
 



  
  

  
  

  
 

| , , \

ˆ ˆ. . max
i i

i i i i i i i i i
i

ij j ij j i i it it i
S t S J S t J S

j j S

s t a x a x a x b
   



  
        

  
  

l x u  

 سین ٍ ثرتسیوس ًطبى دادًذ وِ هذل سبدُ ضذُ زیر هعبدل هذل فَق است:

0

T

0 0 0 j

j J

Max c x z p


   

i

ij j i i ij i

j j J

s.t. a x z p b , i


     
 

 
0 0 j j j 0z p d y , j J            

 
i ij ij j i

ˆz p a y , i 0, j J             

 
j j jy x y , j            

 ij ip 0 i, j J           

 jy 0, j          

 iz 0, i          

 j j jl x u , j           

 

 

 

 

 

 

(42) 

(43) 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(44) 

(50) 
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 تسیوبس ٍ سین هذل سبزی ٍ حل وٌیذ. را ثب رٍیىرد ثر 2هثبل  :4 هثال

 حل:

 :هسئلِ ثِ غَرت زیر فرهَلِ سبزی هی ضَد

1 2Max 20x 30x 

1 2 1 1 11 12s.t. 5x 3x z p p 200,      

1 2 2 2 21 224x 7x z p p 240,            

1 11 1z p y        

1 12 2z p 0.5y        

1 21 1z p 0.5y        

2 22 2z p y       

1 1 1y x y        

2 2 2y x y        

x, y,p,z 0      

هحذٍدیت هسئلِ را هطوخع وورد.    دٍ iاثتذا ثبیذ ثَدخِ عذم اطویٌبى  رٍضي است وِ ثرای حل هذل ثبلا

در خذٍل زیر ثِ دست آهذُ است. ّوبى طَر ووِ   1 ٍ 2همذار آى ثِ ازای همبدیر هختلف  خَاة ثْیٌِ ٍ

ری خوَاة ثْجوَد   ٌِ ثب افسایص ثَدخِ عذم اطویٌبى وبّص ٍ سطح اسوتَا هطبّذُ هی ضَد، همذار خَاة ثْی

1هی یبثذ. ثرای  2, 0    ٌِثوَدُ ٍ ثورای    استوی هذُ از هوذل  ثب خَاة ثِ دست آ برابرخَاة ٍ همذار ثْی

1 2, 2    ِهحذٍدیت ّب در ًظر گرفتِ است، هحبفظِ وبری را ثب تَخِ ثِ دٍ پبراهترُ ثَدى  حداکثرًیس و

1آهذُ از رٍیىرد سَیستر است.  خَاة ٍ همذار ثْیٌِ ثراثر ثب خَاة ثِ دست 2, 1     ًیس ثرای ثَدخِ عوذم

 اطویٌبى ثیي دٍ همذار ثبلا است.
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ثَدخِ عذم 

 اطویٌبى
Z x1 x2 y1 y2 p11 p12 p21 p22 z1 z2 

1 2, 0   

1 2, 1   

1 2, 2   

1104 

1022 

64/973 

56/2 

44/2 

56/2 

39/17 

77/17 

74/16 

56/29 

44/24 

56/23 

39/17 

77/17 

74/16 

0/0 

55/15 

19/15 

0/0 

0/0 

0/0 

0/0 

0/0 

0/0 

0/0 

56/5 

96/4 

56/29 

88/8 

37/8 

39/17 

22//12 

76/11 
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