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 هقذهِ

پیزداسد هیٍ تیٍ     میی ای  گسستِي  پیَستَِای  َایی تزای ومًوٍ گیزی اس اوًاع تًسیغ ایه درس تٍ ضیًٌ

َیای فی ب تیز داییذٌ      َیای پیطییه اس سیسیت     ي مثیا  َا  یزد. تحثگ میای مًرد استفادٌ لزار  طًر گستزدٌ

 غیرقطعیی َای دلالت داضتٍ هٍ ػمًما غیزلاتل پییص تیىیی ییا     َای آماری تزای مذ  ساسی دؼالیت تًسیغ

اغلیة   ي تماضیا تیزای ییح مح یً     َیا   َای خذمت دَی در ف  َای تیه دي يريد ي مذت است. مثلاب مذت

تا تًسیغ آماری  هتغیرّایی تصادفیماَیتی غیزلاتل پیص تیىی داروذ. مؼمًلاب چىیه متغیزَایی تٍ فًرت 

تذسیت  میذ  آمیاری   دى اعتبیار  آزهَ رد پارامتزَای تًسیغ دزضی يًد ي تزای تزايض میمطخص مذلساسی 

 َای استاوذارد آماری يجًد دارد. ب ضیًٌآمذٌ

تٍ طًر هامل مطخص ضذٌ است ي میا در جسیتیًی    تًسیغ احتما ىی  ه میدر ایه درس دزض ًکتِ: 

 ی َستی .ساس ضثیٍمذ   درَایی اس ایه تًسیغ تزای استفادٌ تٍ ػىًان يريدی  تٍ مىظًر تًلیذ ومًوٍ یَای راٌ

ي  یی  ي  صفرتیه  یکٌَاختىی  هٍ یح مىثغ اػذاد ت اددی ه میَای ایه د ل دزض  در َمٍ ريش

1 هٍ تٍ فًرت هستقل 2, ,...R R تیزای َیز ییح اس    ضًدب در دستزس است.  وطان دادٌ میiR تیاتغ تًسییغ   ب

 احتما 

1 ,0 1
( )

0 ,0 1

x
f x

x

 
 

 
 

 ي تاتغ تًسیغ تیمؼی

0, 0

( ) , 0 1

1, 1

x

F x x x

x




  
 

 

1است. در ایه د لب  2, ,...R R  یاR  ي مسیتمل  مؼزف اػذاد ت اددی تا تًسیغ یکىًاخت تیه ففز ي یح

 است.
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 رٍش تبذیل هعکَس

 .در ادامٍ تٍ تاتغ تًسیغ َایی می پزداسی  هٍ امکان یادته تاتغ مؼکًس آن َا تٍ سادگی مسیز است

 تَزیع ًوایی

 چگالی سیز است:تًسیغ احتما  یا تاتغ دارای تاتغ  تَزیع ًوایی

, 0
( )

0, 0

xe x
f x

x

  
 



 

 ي تاتغ تًسیغ تیمؼی تٍ فًرت سیز است:

1 , 0
( ) ( )

0, 0

x
x e x

F x f t dt
x





  
  


 

تٍ دلیل ایه هٍ امکان محاسثٍ تاتغ مؼکًس تاتغ تًسیغ تیمؼی تٍ فًرت فزیح يجًد داردب ريش گیا   

 :تزای تًسیغ ومایی تٍ فًرت سیز می ضًد تثذیل مؼکًس تٍ گا  ريش

 :را تٍ فًرت سیز در وظز تگیزیذX تاتغ تًسیغ تیمؼی ومایی متغیز ت اددی: 1گام 

1 , 0xe x  

 .تزلزار است Xدامىٍ در دزض هىیذ : 6گام 

) مؼادلٍ: 3گام  )R F X را حل هىیذ تا X تزحسة R  :تذست آیذ 

   1 1
ln 1X F R R



    

1 اػذاد ت اددی یکىًاخت :4گام  2 3, , ,...R R R  مًردوظز را طثك راتطٍ سیز را تًلیذ ي ممادیز  

 1

i iX F R 
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 محاسثٍ هىیذ.

 تابع تَزیع یکٌَاخت

را در وظز تگیزیذ هٍ در دافلٍ  Xیح متغیز ت اددی ماوىذ  ,a b  تزای تًسیغ ضذٌ است.  یکٌَاختتٍ طًر

 هىی : تٍ فًرت سیز ػمل می Xتًلیذ 

 X a b a R   

 ًد.ض میتٍ فًرت سیز ارایٍ  X تاتغ چگالی

1
,

( )

0, /

a x b
f x b a

O W


 

 



 

 ضًد: میسیز اویا   َای گا  یکىًاختتزای تًلیذ اػذاد ت اددی تا تًسیغ 

 تٍ فًرت سیز است: یکىًاختتاتغ تًسیغ تیمؼی  :1گام 

0,

( ) ,

1,

x a

x a
F x a x b

b a

x b





  




 

تسايی  :6گام    ( )F X X a b a R    را تىًیسیذ. 

تٍ راتطٍ  Rتز حسة  Xحل  :3گام  X a b a R   ویامذ.آ می 

 تَزیع ٍیبَل

تاضذب آوگاٌ تاتغ تًسیغ احتما  تٍ فًرت  صفرتزاتز تا  یا  هَقعیتٌ پارامتز ب َز گاٍیبَلدر تًسیغ 

 ان وًضت:تً میسیز 
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1 , 0
( )

0, /

x

ax e x
f x

O W











 
   


 

 



 

0در تاتغ دًقب    0ي   َستىذ. تٍ مىظیًر تًلییذ َیز     ضکلي  هقیاسهٍ تٍ تزتیة پارامتزَای

 را تٍ فًرت سیز اویا  می دَی : 3تا  1 ّای گامممذار ت اددی اس تًسیغ يیثً ب 

 :ًدض میتاتغ تًسیغ تیمؼی تٍ فًرت سیز تؼزی   :1گام 

 
( ) 1 , 0

x
F x e x




   

دزض هىیذ  :6گام  
1

x a
R e




  .تاضذ 

 ویامذ:آ میتٍ وتییٍ سیز  Rتز حسة  Xحل : 3گام 

 
1

ln 1X R      

 تَزیع هثلثی

 را در وظز تگیزیذ هٍ دارای تاتغ تًسیغ سیز است: Xمتغیز ت اددی ماوىذ 

, 0 1

( ) 2 , 1 2

0, /

x x

f x x x

O W

 


   



 

 ًد.ض میتاتغ تًسیغ تیمؼی ایه تًسیغ تٍ فًرت سیز 

 

2

2

0, 0

, 0 1
2

( )
2

1 , 1 2
2

1, 2

x

x
x

F x
x

x

x
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0تٍ اسای  1X  : داری 

2

2

X
R  

1تٍ اسای  2X  : داری 

 
2

2
1

2

X
R


  

0اگز  1X   1ییذ هیٍ   آ میی تاضذ چىیه تز
0

2
R      2هیٍ در اییه فیًرتX R    اسیت. اگیز

1 2X   ٍ1تاضذ راتط
1

2
R  ًد هیٍ در اییه فیًرت داریی :     ضی  می 2 2 1X R    تىیاتزایه .

 را تٍ فًرت سیز تیان هزد: هثلثیان تًلیذ متغیز ت اددی تزاساس تاتغ تًسیغ تً می

 

1
2 , 0

2

1
2 2 1 , 1

2

R R

X

R R


 

 
    


 

 تجربی پیَستِ ّای تَزیع

 َیای  ارایٍ مذ  مىاسیثی تیزای دادٌ  تٍ مىظًر تًسیؼی وظزی  تٍ ًتَاًذساس مذل ایه امکان يجًد دارد هٍ

تزای ريضه ضذن مًضًع مثا   .ضًد تًفیٍ می َاٌ داد تَزیع تجربیاستفادٌ اس  در ایه فًرت. تزسذ یيريد

 سیز را در وظز تگیزیذ.

تیز حسیة تؼیذاد     َاٌ اتشار ضکستٍ گزدآيری ضذٌ ي دادمًرد مذت تؼمیز وًػی  111ت ًر هىیذ  هثال:

 مطاَذٌ در دًافل مختل ب در جذي  سیز خلافٍ ضذٌ است.
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)در ضکل دًقب  )F x ي تًسیغ يالؼی ˆ ( )F x است. ضکل حمیمی  تًسیغ تیزتی( )F x اسیت ي   هجَْل

دزض تز اییه اسیت    دستزس پذیز تاضذ.در وامحذيدی دادٌ  تؼذاد هگرمیًُ  خًاَذ ماوذ  بَمًارٌ در ػمل

0X تٍ فًرت َای در مًرد مذتX هٍ متغیز ت اددی    ىذ. دزض هىیذ یح ػذد ت اددی تییه  ه میفذق

1ًد هٍ تزاتز تا ض میففز ي یح تًلیذ  0.83R  .1ػذد ت اددی  استX    ٌهٍ دارای تًسیغ تیزتیی دادٌ ضیذ

 ًد.ض میاست تٍ فًرت سیز محاسثٍ 

 1

1 1X F R 
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 2.1ي  1.5ممیذار تییه    درٍى یابی خطیتیا   1Xاستب ممذار  1.1ي  1.66تیه دي ػذد  1Rچًن ممذار 

 یذ.آ میتذست 

 1
1

0.66
1.5 2.0 1.5 1.75

1.0 0.66

R
X

 
     

 

آيردٌ ضیذٌ   در ضکل سیزب ومایص ضماتیح تزای محاسثٍ ممذار ػذد ت اددی تا تًسیغ تیزتی دادٌ ضیذٌ 

 .است

 

 تبذیل هستقین در هَرد تَزیع ًرهال

تبذیل هعکیَس  يش تٍ يجًد آمذٌ است. اماب ر تَزیع ًرهالی تسیاری تزای تًلیذ ت اددی تا َا ريش

َمان را اس طزیك تحلیلی محاسثٍ هزد.  وزما  مؼکًس تاتغ تًسیغ تیمؼی اىتَ ویًب سیزا هارتزد پذیز ویست

 تاتغ تًسیغ تیمؼی وزما  استاوذارد تٍ فًرت سیز است:داویذب  طًر هٍ می
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21

2
1

( )
2

x t

x e dt x





      

 ىی :ه میغ وزما  تٍ فًرت سیز ػمل متغیز ت اددی تا تًسیتزای تًلیذ 

 آیذ. تذست می Bي  هٍ اس دي ممذار  ب را در وظز تگیزیذ2Zي  1Zدي متغیز ت اددی وزما  استاوذاردب 

1

2

cos

sin

Z B

Z B








 

 تٍ فًرت سیز است. 2Zي  1Zومایص لطثی 

 

2ريضه است  2 2

1 2B Z Z  .2ان وطان داد هٍ تً میB تا  تَزیع هربع کای دارای ٍ  درجیِ آزادی د

  .)اثثات ياگذار تٍ خًاوىذٌ(ًدض میتٍ فًرت سیز تؼییه  Bضؼاع وطان داد هٍ  تًان میتا ایه دزض  دارد.

 
1

22lnB R  

اس َ  َسیتىذ. تیزای تًلییذ دي ممیذار مسیتمل وزمیا         هستقل ي سايیٍ  Bتا تًجٍ تٍ ایه هٍ ضؼاع 

 هىی . تٍ فًرت سیز ػمل می 2Rي  1Rب اس دي ػذد ت اددی مستمل  2Zي  1Zاستاوذاردب 
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1

2
1 1 2

1

2
2 1 2

2ln cos 2

2ln sin 2

Z R R

Z R R





 

 

 

 رٍش پیچص

 پییچص  تاضیذب تیا اسیتفادٌ اس    دي یا چىذ متغییز ت یاددی مسیتمل    میمًعتًسیغ احتما  اگز یح تاتغ 

ان متغیز ت اددی تا تً میتا استفادٌ اس ایه ريش . را تذست آيرد اػذاد ت اددی تا تًسیغ احتما  ايلیٍتًان  می

 را تٍ دست آيرد. تا تًسیغ تمزیثا وزما  ي  ارلىگ تًسیغ

 تَزیع ارلٌگ

تییا پارامتزَیای   Xَیز متغییز ت ییاددی ارلىیگ     ,k عَجوییه ب K    ب ًوییاییمتغییز ت یاددی مسییتمل

 1,...,iX i K  1ب َز یح تا میاوگیه

K
 داری :است. یؼىی  

1

K

i

i

X X


 

داردب تًلیذ هزد. در ایه فیًرت  تًسیغ ومایی ایه هٍ ان َز یح اس متغیزَای ت اددی را تا تًجٍ تٍ تً می

 ًد:ض میممذار ت اددی ارلىگ تٍ فًرت سیز 

1 1

1 1
ln ln

KK

i i

i i

X R R
K K  

 
     

 
  

ػذاد ت اددی را در َ  ضزب هىی  ي سیس  دمیط ییح    ا  میاس وظز هارایی تُتز است هٍ اتتذا تما ًکتِ:

 تگیزی .لگاریت  

 تَلیذ هقادیر تقریبا ًرهال

 ّیین تَزیییعي  هسییتقلمتغیییز ت ییاددی  n میمییًعًیییذ هییٍ گ میییچىیییه  ِ حییذ هرکییسییقضیی

1 2, ,..., nX X X  َز یح تا میاوگیهX   2ي ياریاو

X  تًسیغ وزما  تا میاوگیه  تقریبابXn   ي ياریاو
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2

Xn  ٍهٍ میاوگیه  ی ي  صفردارد. تا تٍ هارگیزی ایه لضیٍ در مًرد متغیزَای ت اددی یکىًاخت در دافل

1

2
1ي ياریاو   

12
 خًاَی  داضت: ذودار 

1

0.5

0.5

12

n

i

i

R n

Z
n






 
 
 


 

تشرگتز ضًدب تمزیة  nتًسیغ وزما  تا میاوگیه ففز ي ياریاو  یح دارد. َز چٍ ممذار  تقریباراتطٍ دًقب 

12nهٍ  هىىذ می. اما تسیاری اس محممان ػىًان خًاَی  داضتتزی مىاسث   تٍ ػىًان تمزیثی مىاسة تزای

12nاست. تا لزار دادن  کافیوزما  تًدن   : در راتطٍ تالا داری 

12

1

6i

i

Z R


  

2ي ياریاو   Yتا میاوگیه  Yاگز تًلیذ ممذار وزمالی ماوىذ 

Y     مذوظز تاضیذب اتتیذا متغییزZ   را تزاسیاس

 يری  ي سس  اس تثذیل آ میراتطٍ تالا تذست 

Y YY Z   

 ىی . ه میاستفادٌ 

 رٍش رد ٍ قبَل

ییح تیاتغ تًسییغ    اس ب ًاتغ تًسیغتتزخی اس تزای  بستِاییاد یح دز   عذم اهکاىتٍ دلیل  در ایه ريش

َستی  هیٍ متغییز   آن  . ما تٍ دوثا ًدض میتاضذ استفادٌ يجًد داضتٍ آن  هٍ امکان تًلیذ دز  تستٍ دلخَاُ

)تاتغ تًسیغ  تا  Yت اددی  )f x  غیز ت اددی ب تًلیذ هىی . متًذاردب هٍ امکان داضته دز  تستٍ يجًدX  ٍه

)دارای تاتغ تًسیغ  )g x  ٍدر وظز تگیزیذ هٍ راتطٍ تا دز  تست( ) ( )f x cg x  تزای تمامی ممادیزx  تزلزار

)تاتغ تاضذ. در يالغ  )cg x  ٍتاتغ تًسیغ  بالایَمیط( )f x   ٌاست. در ضکل سیز ایه راتطٍ وطان دادٌ ضیذ

 .است
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 هىی . تٍ فًرت سیز ػمل می رٍش رد ٍ قبَلتزای تًلیذ اػذاد ت اددی تا استفادٌ اس 

)تاتغ تًسیغ  تارا  Xمتغیز ت اددی  :1گام  )g x  صفر ٍ تیهc  يU  صفر ٍ را تا تاتغ تًسیغ یکىًاخت تیه

 هىی . تًلیذ می ی 

اگز : 6گام 
( )

( )

f x
U

cg x
 (قبَل) تاضذ در ایه فًرت Y X 1گام تزي تٍ  (رد) ب در غیز ایه فًرت. 

 آيردٌ ضذٌ است. Yسیز حالت رد ي لثً  تزای متغیز  َای در ضکل
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 ّای زیر هراجعِ کٌیذ. در اداهِ برای رٍضي ضذى رٍش ّای تَلیذ اعذاد تصادفی بِ توریي
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 تا تاتغ تًسیغ سیز اییاد هىیذ. Xیح مًلذ ممذار ت اددی تزای متغیز ت اددی  :1توریي 

2

2

, 0
( )

, 0

x

x

e x
f x

e x

   
 

  

 

 حل:

 ًد.ض میتاتغ تًسیغ تٍ فًرت سیز  :1گام 

2

2

0.5 , 0
( )

1 , 0

x

x

e x
F x

e x

   
 

   

 

 در وظز تگیزیذ. :6گام 

( )F X R for X   

) تاتغ تًسیغ تیمؼی :3گام  )F X  را تزایX .حل هىیذ 

 

 

1 1
ln 2 0

2 2

1 1
ln 2 2 1

2 2

R R

X

R R


 

 
   


 

 ػذاد تًلیذ ضذٌ تًسط ایه الگًریت  در ادامٍ آيردٌ ضذٌ است.اس اای  ومًوٍ

 ّاتوریي
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1

2

3

4

1
1

2
1 1

1
1

2
2 2

1
0

2
3 3

1
1

2
4 4

1
0.54 ln 2 2 0.54 0.0416

2

1
0.79 ln 2 2 0.79 0.4337

2

1
0.05 ln 2 0.05 1.1512

2

1
0.94 ln 2 2 0.94 1.0601

2

R

R

R

R

R X

R X

R X

R X

 

 

 

 

      

      

     

      

 

 طزحی تزای تًلیذ ممذار اس تًسیغ مثلثی تا تاتغ تًسیغ سیز در وظز تگیزیذ. :6توریي 

 
1

2 , 2 3
2

1
( ) 2 , 3 6

2 3

0, /

x x

x
f x x

O W


  


  

     
 





 

 را تا میاوگیه حمیمی تًسیغ ممایسٍ هىیذ.آن  ممذار ت اددی تًلیذب میاوگیه ومًوٍ را محاسثٍ ي دُ

 حل: 

 تاتغ تًسیغ تیمؼی تٍ فًرت سیز است: :1گام 

2

2

1 , 2 3
4

( )

2, 3 6
12

x
x x

F x
x

x x


   

 
    


 

)در وظز تگیزیذ  :6گام  ) 2 6F X R for X    

)تاتغ  :3گام  )F X  را تز حسةX .حل هىیذ 

2 2 2 3

6 2 3 3 3 6

R x
X

R x
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 تٍ فًرت ضکل سیز است. تزاساس تاتغ تًسیغ تیمؼی ومایص ضماتیح اوتخاب ػذد ت اددی

 

 

1

2

3

4

5

6

1
1

4
1 1

1
1

4
2 2

1
0

4
3 3

1
1

4
4 4

1
1

4
5 5

1
0

4
6

0.93 6 2 3 3 0.93 5.11

0.37 6 2 3 3 0.37 3.26

0.24 2 2 0.24 2.99

0.51 6 2 3 3 0.51 3.58

0.42 6 2 3 3 0.42 3.36

0.15

R

R

R

R

R

R

R X

R X

R X

R X

R X

R

 

 

 

 

 

 

      

      

    

      

      

 

7

8

9

10

6

1
1

4
7 7

1
1

4
8 8

1
0

4
9 9

1
1

4
10 9

2 2 0.15 2.78

0.53 6 2 3 3 0.53 3.63

0.39 6 2 3 3 0.39 3.31

0.13 2 2 0.13 2.73

0.55 6 2 3 3 0.55 3.69

R

R

R

R

X

R X

R X

R X

R X

 

 

 

 

  

      

      

    

       

 میاوگیه اػذاد ت اددی تًلیذ ضذٌ تزاتز است تا:

34.48
3.448

10
X   
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 ًد.ض میمیاوگیه تاتغ تًسیغ دادٌ ضذٌ تٍ فًرت سیز محاسثٍ 

2 3 6
3.66

3 3

a b c
X

   
   

 5تٍ فًرت سیز است. َمچىیه آن  مًلذی تزای یح متغیزت اددی اییاد هىیذ هٍ تاتغ تًسیغ :3توریي 

 ػذد ت اددی تا استفادٌ مًلذ تًلیذ هىیذ.

1
, 0 2

3

1
( ) , 2 10

24

0, /

x

f x x

O W


 




  





 

 حل: 

)تاتغ تًسیغ تیمؼی  :1گام  )f x .تٍ فًرت سیز است 

 

, 0 2
3

( )
22

, 2 10
3 24

x
x

F x
x

x


 

 
   



 

)در وظز تگیزیذ:   :6گام  ) 0 10F X R for X    

) :3گام  )F X  را تز حسةX  ًد.ض میحل هىیذ هٍ تٍ فًرت سیز 

2
3 , 0

3

2 2
2 24 24 14, 1

3 3

R R

X

R R R


 

 
        

  

 

 ضًد. پىج ػذد ت اددی تزاساس مًلذ دًق تٍ فًرت سیز می
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1

2

3

4

5

2
0

3
1 1

2
0

3
2 2

2
1

3
3 3

2
0

3
4 4

2
0

3
5 5

0.24 3 0.24 0.72

0.49 3 0.49 1.47

0.85 24 0.85 14 6.40

0.62 3 0.62 1.86

0.11 3 0.11 0.33

R

R

R

R

R

R X

R X

R X

R X

R X

 

 

 

 

 

    

    

     

    

    

 

خذمت دَی تاجٍ اتًتاوح گزدآيری ضذٌ است. ایه َای  یی در مًرد مذتَاٌ در یح تاوح داد :4توریي 

 ضذٌ است: دادٌدر لالة دًافل تٍ ضزح سیز  َاٌ داد

 

 خذمت دَی تًلیذ هىیذ. سمانرلمیب پىج ممذار تزای  4تا استفادٌ اس اػذاد ت اددی 

 ی دًق تٍ فًرت سیز است:َاٌ جذي  دزاياوی وسثی ي تیمؼی تزای داد حل:



 www.behinehyab.com        نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

19 

 

 

 ومایص تاتغ تًسیغ تیمؼی تٍ فًرت سیز است:

 

ت هٍ مؼادلٍ خطیی َیز ییح اس    اس Piece-wise linearیا  ذُ خطیقطعِ بٌذی ضتاتغ دًقب یح تاتغ 

 تخص در جذي  سیز آمذٌ است. َفت
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 تٍ فًرت جذي  سیز تذست آيرد. تًان میتا تًلیذ ارلا  ت اددی ي یادته تاسٌ مزتًطٍب اػذاد ت اددی را 

 

)2تاتغ تًسیغ  :5توریي  ) 2 xf x e    را در وظز تگیزیذ. تا استفادٌ اس ريش لثً  ي رد تزای تاسٌ فیفز ي

 ػذد ت اددی تًلیذ هىیذ. 5ديب 

 حل:

1تزای استفادٌ اس ريش لثً  ي ردب تاتغ 
( )

2
g x   4يc  َیای تًلییذ اػیذاد     گیزی . گیا   در وظز می

 ضًد: ت اددی تٍ فًرت سیز می
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X(0,2)ػذد ت اددی تیا تًسییغ   : 1گام  U  (0,1)يU U   .تًلییذ هىییذ U      تییاوگز تیاتغ تًسییغ

 است. یکٌَاخت

اگز  :6گام 
( )

( )

f X
U

cg X
  تاضذ در ایه فًرت لثً  می ضًد يY X  ٍگام . در غیز ایه فًرت تزي تی

1. 

 ضًد. َای دًق تٍ فًرت سیز می خلافٍ وتایج محاسثات گا 
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برر   س یررتفت مررت برر    ررت گ     یهه   بهینهه  د آموزشررگ ورری   هررت برری د یافت ررت ب رر    

www.behinehyab.com .می جع  کنید 

  فرت   behinehyab@gmail.comیا صوات هی وو   یرو    ز ریفرا  فلیره بر    رت گ      

 بت مت یا تلتس بتشید. ی   بهین   س یتفت وی   "تلتس بت مت"بخش 

 بت ت کی  ز توج  شلت

 ی   بهین  وی   آموزشگ
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