
 www.behinehyab.com        نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

1 

 

 

 :32درس 

 سازی در شبیِ آهاری ّای هدل
 یاب تٟیٙٝ تٟیٝ قسٜ تٛؾظ ٌطٜٚ

 

 

www.behinehyab.com 

  



 www.behinehyab.com        نخستین مرجع تخصصی آموزش تحقیق در عملیات

2 

 

 هقدهِ

( زضٖٚ Attribute) ًْادّای ػّٕىطزی ٚخٛز زاضز وٝ ٞای ٚالؼی، وٕتط ٚضؼیت ٞای زض ٔسِؿاظی پسیسٜ

اؾت  احتوالیؾیؿتٓ تحت تطضؾی ضا تتٛاٖ وألا اظ لثُ پیف تیٙی وطز ٚ ز٘یایی وٝ ؾاظ٘سٜ ٔسَ ٔی تیٙس 

ٛ  ٕ٘یی س ٚ زٞ ٔیٔی پٙساضز وٝ ایٗ تغییطات تٝ عٛض اتفالی ضخ  . ٔسَ ؾاظقطعیٚ ٘ٝ  ضا پییف تیٙیی   آٖ  اٖتی

 ای ؾیؿتٓ تط ٔی آیٙس.تٝ ذٛتی اظ ػٟسٜ تؼییٗ ٔمساض ٟ٘ازٞ آٔاضی ٞای وطز. أا تطذی ٔسَ

 ٔیسَ ؾیاظ   ٔٙاؾثی تسؾت آٚضز. ؾیسؽ  آٔاضیٖ ٔسَ تٛا ٔیاظ عطیك ٕ٘ٛ٘ٝ ٌیطی اظ پسیسٜ ٔٛضز ػلالٝ 

حیسؼ ظزٜ قیسٜ   عیٙس. تطآٚضزی اظ پاضأتط)ٞای( ایٗ تٛظییغ  ٌ ٔیتط تٝ صٛضت حسؾی قىُ تٛظیغ ٔؼیٙی ضا 

درس ٛز وٝ زض ق ٔیآظٖٔٛ ٞایی ا٘داْ پاضأتطٞا ز ٚ ؾسؽ تطای تطضؾی ٔیعاٖ زلت زض تطاظـ آٚض ٔیتسؾت 

 ٛز.ق ٔی٘حٜٛ ایٗ تطضؾی آٔٛظـ زازٜ  ّای آیٌدُ

 هرٍری بر ٍاژُ ّا ٍ هفاّین

 هتغیرّای تصادفی گسستِ

X  تٍیطیس. اٌط تؼساز ٔمازیط ٕٔىٗ تطای  هتغیری تصادفیضاX     ،ٔتٙاٞی ییا ٘أتٙیاٞی قیٕاضا تاقیسX  ضا

، ... فٟطؾت ویطز. زض ٔیٛضز    1x  ،2xٖ تٝ صٛضت تٛا ٔیضا  Xٔی ٘أیٓ. ٔمازیط ٕٔىٗ  گسستِٔتغیط تصازفی 

، فٟطؾت تٝ ٌٛ٘یٝ  ٞا آٖ زض ٔٛضز ٘أتٙاٞی قٕاضا تٛزٖ یطز.ٌ ٔیفٟطؾت پایاٖ  Xٔتٙاٞی تٛزٖ، تؼساز ٔمازیط 

 ای ٘أتٙاٞی ازأٝ ٔی یاتس.

ٌییطز. ٔتغییط    ز، ٔٛضز ٔكاٞسٜ لیطاض ٔیی  ٛق ٔیی وٝ ٞط ٞفتٝ تٝ واضٌاٞی ٚاضز ٞای تؼساز ؾفاضـ هثال:

 اؾت، وٝ زاضیٓ: Xتصازفی ٔٛضز ٘ظط 

 

 وٙس. زض ایٗ خا زاضیٓ:  اؾت، ٔكرص ٔیآٖ  ٔؼطف RX، وٝ Xضا فضای زأٙٝ  Xٔمازیط ٕٔىٗ وّیٝ 
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احتٕاَ  p(xi)=P(X=xi)، ػسز RXزض  xiٔتغیط تصازفی ٌؿؿتٝ ای تاقس. تا ٞط ٘تیدٝ ٕٔىٗ  Xفطض وٙیس 

ظییط ضا   دٍ شرر  تاییس   …,i=1,2,3تیطای   p(xi)س. اػساز وٙ ٔیتؼییٗ ضا قٛز  xiایٙىٝ ٔتغیط تصازفی ٔؿاٚی 

 زاقتٝ تاقس.

)زاقتٝ تاقیٓ:  iتٝ اظای ٕٞٝ ٔمازیط  -1 ) 0ip x   

زاقتٝ تاقیٓ:  -2
1

( ) 1i

i

p x




  

ٔتغیط تصیازفی   تابع جرم احتوالضا  X  ٚp(xi)تَزیع احتوال ضا  (xi , p(xi)) ٞای حاِت خٕغ قسٜ ظٚج

X .ٓٔی ٘أی 

ضا تطاتیط تیا تؼیساز     Xوٝ تاؼ ا٘ساذتٝ قیس،  آٖ  تدطتٝ ا٘ساذتٗ یه تاؼ ضا زض ٘ظط تٍیطیس. پؽ اظ هثال:

. تاتغ تٛظیغ احتٕاَ ٌؿؿیتٝ اییٗ ٔتغییط     RX={1,2,3,4,5,6}یٓ. پؽ وٙ ٔیتؼطیف آٖ  ٚخٝ تالایی ٞای ٘مغٝ

 تٝ صٛضت ظیط اؾت. Xتصازفی 

 

 هتغیر تصادفی پیَستِ

هتغیر تصرادفی پیَسرتِ   ضا X فاصّٝ یا ٔدٕٛػٝ ای اظ فٛاصُ تاقس، Xاٌط فضای زأٙٝ ٔتغیط تصازفی 

تٝ صیٛضت ظییط    [a,b]زض فاصّٝ  X، احتٕاَ لطاضٌطفتٗ  X٘أٙس. زض ٔٛضز ٔتغیط تصازفی پیٛؾتٝ ای ٔا٘ٙس  ٔی

 ٛز.ق ٔیاضایٝ 

( ) ( )

b

a

P a X b f x dx    
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ٔتغیط تصازفی  PDFیا تٝ اذتصاض  Probability density functionیا  تابع چگالی احتوالضا  f(x)تاتغ 

X  ٔی ٘أیٓ. زض ٔٛضزPDF  س.وٙ ٔیقطایظ ظیط صسق 

)زاضیٓ  RXزض  xتٝ اظای ٕٞٝ ٔمازیط  الف( ) 0f x . 

) ب( ) 1
XR

f x dx . 

)٘ثاقس، زاضیٓ  RXزض  xاٌط  ج( ) 0f x . 

 ضٚاتظ ظیط تطاؾاؼ قطایظ تالا تطلطاض اؾت: ًکتِ:

0

0

( ) 0
x

x
f x dx  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
P a X b P a X b P a X b P a X b f x dx             

تیا   ٛز ٚقی  ٔیٞٛاپیٕا تٝ واض تطزٜ  ٞای تاَ ٞای یه لأپ اقؼٝ واتسی وٝ تٝ ٔٙظٛض تاظضؾی تطن هثال:

0xوٝ ٕٞٝ ٔمازیط ٔٛخٛز زض زأٙٝ  Xٔتغیط تصازفی پیٛؾتٝ ای چٖٛ    ٛز. قی  ٔیٔؼطفی اؾتPDF   ػٕیط

 لأپ تط حؿة ؾاَ تٝ قطح ظیط اؾت:

2
1

0
( ) 2

0 /

x

e x
f x

O W




 



 

 عثك ضاتغٝ ظیط تسؾت ٔی آیس.ؾاَ تاقس  3ٚ  2احتٕاَ ایٗ وٝ ػٕط لأپ اقؼٝ واتسی تیٗ 

3
3

12 2

2

1
(2 3) 0.223 0.368 0.145

2

x

P X e dx e e
 

          
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 تابع تَزیع تجوعی

٘كیاٖ زازٜ   F(x)ویٝ تیا ٕ٘یاز     CDFییا   Cumulative distribution functionییا  تابع تَزیع تجوعی 

. تٝ ػثاضت تٍیطیس xٔمساض وٕتط یا ٔؿاٚی  Xیط تصازفی س وٝ ٔتغوٙ ٔیایٗ احتٕاَ ضا ا٘ساظٜ ٌیطی  ٚ ٛزق ٔی

 زیٍط زاضیٓ:

( ) ( )F x P X x  

 ٌؿؿتٝ تاقس، زاضیٓ: Xاٌط 

( ) ( )
i

i

x x

F x p x
 

  

 پیٛؾتٝ تاقس زاضیٓ: Xاٌط 

( ) ( )
x

F x f t dt


  

 تٝ صٛضت ظیط اؾت: CDF ٞای تطذی اظ ٚیػٌی

aتاتؼی غیط٘عِٚی اؾت. اٌط  F الف( b  ،زاضیٓ  آٍ٘اٜتاقس( ) ( )F a F b. 

limب(  ( ) 1
x

F x


. 

limج(  ( ) 0
x

F x


. 

زض  xتٛاٖ تٝ احتٕاَ ٚلٛع  قٛز ٔی ٜ ٔیپاؾد زاز CDF تا اؾتفازٜ اظ Xٔٛضز  وٝ زض یٞای پطؾفاظ خّٕٝ 

 تٝ صٛضت ظیط اقاضٜ وطز: a  ٚbتاظٜ تیٗ 

( ) ( ) ( )P a X b F b F a    
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 ضا ضؾٓ وٙیس.آٖ  ٔثاَ پطتاب تاؼ ػازَ ضا زض ٘ظط تٍیطیس. تاتغ تٛظیغ تدٕؼی ٚ ٕ٘ٛزاض هثال:

 خسَٚ تاتغ تٛظیغ احتٕاَ تدٕؼی

 

 ٕ٘ٛزاض تاتغ تٛظیغ احتٕاَ تدٕؼی

 

لأپ اقؼٝ واتسی ٔثاَ ٔتغیطٞای تصازفی پیٛؾتٝ ضا زض ٘ظط تٍیطیس. احتٕاَ ایٗ وٝ لأپ اقؼٝ  هثال:

 ٛز.ق ٔیتٝ قطح ظیط تؼییٗ  تیاٚضزواتسی وٕتط اظ زٚ ؾاَ زٚاْ 

1

2 2

0

1

1
( ) 1

2

(0 2) (2) (0) 1 0.632

x
x

F x e dt e

P x F F e

 



  

      

 

 ٛز.ق ٔیؾاَ تاقس عثك ضاتغٝ ظیط ٔحاؾثٝ  3 تا 2احتٕاَ ایٗ وٝ ػٕط لأپ اقؼٝ واتسی تیٗ 

 
3

12

3

12

(2 3) (3) (2) 1 1

0.223 0.368 0.145

P x F F e e

e e







 
        

 

      
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 اهید ریاضی

ٔتغیط تصازفی تاقیس،   Xٔتغیط تصازفی اؾت. اٌط  اهید ریاضیاظ ٔفاٞیٓ ٟٔٓ زض ٘ظطیٝ احتٕاَ، ٔفْٟٛ 

تطای ٔتغیطٞیای ٌؿؿیتٝ ٚ پیٛؾیتٝ تیٝ قیطح ظییط تؼطییف         ٚ ٛزق ٔیٔؼطفی   E(X)ضا تا ٕ٘از  Xأیس ضیاضی 

 ٛز.ق ٔی

 تاقس: گسستِ  Xاٌط  -1

( ) ( )i i

i

E X x p x


 

 تاقس: پیَستِ Xاٌط  -2

( ) ( )E X xf x dx



  

 ٘یع ٔی ٘أٙس. Xضا ٔیاٍ٘یٗ یا ٌكتاٚض اَٚ  X، ٔتغیط تصازفی E(X)أیس ضیاضی، ًکتِ:

 ٛز.ق ٔیٛز، تٝ قطح ظیط تؼطیف ق ٔیٔؼطفی  Var(X)وٝ تا  Xٚاضیا٘ؽ ٔتغیط تصازفی 

     
222 2( ) ( )XVar X E X E x E X E X          

 

 تاؼ ػازَ ضا تسؾت آٚضیس.  ٔیاٍ٘یٗ ٚ ٚاضیا٘ؽ تدطتٝ پطتابٔثاَ: 

1 1 1 1 1 1
( ) 1 2 3 4 5 6 3.5

6 6 6 6 6 6
E X              

 یٓ.وٙ ٔیتٝ صٛضت ظیط ػُٕ  Var(X)تطای ٔحاؾثٝ 

 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 15.166

6 6 6 6 6 6
E X              

 ٛز.ق ٔیتٙاتطایٗ ٚاضیا٘ؽ تٝ صٛضت ظیط ٔحاؾثٝ 
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 
2

( ) 15.166 3.5 2.916

( ) 1.707X

Var X

Var X

  

 

 

 ٔؼیاض لأپ اقؼٝ واتسی تكطیح قسٜ زض ٔثاَ لثّی ضا تسؾت آٚضیس.ٔیاٍ٘یٗ ٚ ا٘حطاف  هثال:

2 2 2 2

0 0
0 0

1 1
( ) 0 2

2 1.2

x x x x

E X xe dx xe e dx e

 
    

        

 یٓ:وٙ ٔیتٝ ٔٙظٛض ٔحاؾثٝ ا٘حطاف ٔؼیاض تٝ صٛضت ظیط ػُٕ 

 2 2 22 2 2

0 0
0

1
2 8

2

x x x

E X x e dx x e xe dx


   

      

 تٙاتطایٗ:

2( ) 8 2 4Var X    

ٚ 

( ) 2Var X   

ٖ ضؾیس وٝ ػٕط ٚالؼی تغییط پصیطی تٛا ٔیؾاَ، تٝ ایٗ ٘تیدٝ  2ؾاَ ٚ ا٘حطاف ٔؼیاض  2تا ٔیاٍ٘یٗ ػٕط 

 ظیازی زاضز.

 گسستِ ّایتابع تَزیع

تٟٙیا ٔمیازیط صیحیح ضخ     ٞیا  آٖ تصازفی وٝ زض ٞای ٔتغیطٞای تصازفی ٌؿؿتٝ تٝ ٔٙظٛض تكطیح پسیسٜ

 وٙیٓ. تٛظیغ ضا تكطیح ٔیض ازأٝ چٟاض ٘ٛع ز .س تٝ واض ٔی ضٚززٞ ٔی
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 تَزیع برًَلی

 jٔٛفمیت یا قىؿت اؾت. اٌیط   آظٔایفآظٔایف ضا زض ٘ظط تٍیطیس وٝ حاصُ ٞط  nتدطتٝ ای ٔتكىُ اظ 

آظٔیایف تط٘یِٛی ضا    Xj=0 .nاْ آظٔایف تٝ قىؿت تیا٘دأس -jٚ اٌط  Xj=1أیٗ آظٔایف تٝ ٔٛفمیت تیا٘دأس 

ٞیط آظٔیایف تٟٙیا زٚ ٘تیدیٝ ٕٔىیٗ       ؛سٙٔؿتمُ اظ یه زیٍط تاقی  ٞای ٔی ٘أٙس اٌط آظٔایف یلبرًَفطایٙس 

٘س. تٙاتط ٔیٛاضز  ٚ احتٕاَ ٔٛفمیت اظ یه آظٔایف تٝ آظٔایف زیٍط ثاتت تٕا ؛)ٔٛفمیت یا قىؿت( زاقتٝ تاقس

 ٌفتٝ قسٜ زاضیٓ:

1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ( ) ( ). . ( )n n np x x x p x p x p x 

ٚ 

, 1, 1,2,...,

( ) ( ) 1 , 0, 1,2,...,

0, /

j

j j j j

p x j n

p x p x p q x j n

O W

 


     



  

 ٌٛیٙس. ٔیتٛظیغ تطِ٘ٛی ، تٛظیغ فٛقتٝ 

 یٓ.وٙ ٔیضا تٝ قطح ظیط ٔحاؾثٝ  Xjٔیاٍ٘یٗ ٚ ٚاضیا٘ؽ ٕٞچٙیٗ 

 2 2 2

( ) 0 1

( ) 0 1 1

j

j

E X q p p

V ar X q p p p p

    

        

 

 تَزیع دٍجولِ ای

 اؾتتٛظیغ زٚ خّٕٝ ای زاضای ی اؾت، آظٔایف تطِ٘ٛ nوٝ ٔؼطف تؼساز ٔٛفمیت ٞا زض  Xٔتغیط تصازفی 

)وٝ تٝ قطح ظیط تا  )p x  ٛز.ق ٔیٔؼطفی 

, 0,1,2,...,
( )

0, /

x n x
n

p q x n
p x x

O W


 

 
  


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آظٔایف اَٚ  x٘كاٖ زٞیٓ، آٍ٘اٜ  Fضا تا  شکستٚ  Sضا تا  هَفقیتاحتٕاَ تالا تٝ ایٗ ٔؼٙا اؾت وٝ اٌط 

 آظٔایف تؼسی تا قىؿت ٔٛاخٝ قٛز. ٕ٘ایف زیٍط ایٗ تٛظیغ احتٕاَ تٝ صٛضت ظیط اؾت. n-xتا ٔٛفمیت ٚ 

( ) 1

x times n x times

x n xP SS SS FF FF p q p q



   

ٖ زض ٔحاؾیثٝ  تیٛا  ٔی، ٞؿتٙس، ِصا Xi تٛظیغ تطِ٘ٛی ٔؿتمُ اظ ٞٓ، nاظ آ٘دایی وٝ تٛظیغ ٞٙسؾی قأُ 

 ٔیاٍ٘یٗ ٚ ٚاضیا٘ؽ تٝ صٛضت ظیط ػُٕ وطز:

1 2

( )

( )

nX X X X

E X p p p np

V ar X pq pq pq npq

   

    

    

 

ٔتغیط تصازفی ٔؿتمُ تطاتط تا ٔدٕٛع ٚاضیا٘ؽ ٔتغیط تصازفی اؾیت. ٕ٘یایف    nٚاضیا٘ؽ ٔدٕٛع  ًکتِ:

 ٛز.ق ٔیصٛضت ظیط  تٝآٖ  ضیاضی

1 1

( )
n n

i i

i i

Var X Var X
 

 
 

 
  

ضا تٝ عٛض ٔتٛؾظ تیا   ٞای پطزاظ٘سٜ ضیع٘یٕٝ ضؾا٘ای ٔٛضز اؾتفازٜ زض  ٞای یه فطایٙس تِٛیس، چیپ هثال:

ٛز. اٌط ٕ٘ٛ٘ٝ تیف ق ٔیتایی اظ فطایٙس ٌطفتٝ  50زضصس ٔی ؾاظز. ٞط ضٚظ یه ٕ٘ٛ٘ٝ تصازفی  2٘ؿثت ٘الص 

ٛز. احتٕاَ ٔتٛلف وطزٖ فطایٙس تا ایٗ قیٜٛ ٕ٘ٛ٘ٝ ٌییطی  ق ٔیاظ زٚ ٚاحس ٘الص زاقتٝ تاقس، فطایٙس ٔتٛلف 

 ضا تؼییٗ وٙیس.

، تؼیساز ویُ   p=0.02آظٔایف تطِ٘ٛی، ٞط ییه تیا    n=50تا زض ٘ظط ٌطفتٗ فطایٙس ٕ٘ٛ٘ٝ ٌیطی تٝ صٛضت 

 ّٕٝ ای تٝ صٛضت ظیط ذٛاٞس زاقت.، تٛظیغ زٚخXٚاحسٞای ٘الص زض ٞط ٕ٘ٛ٘ٝ، 

50
0.02 0.98 , 0,1,2,...,50

( )

0, /

x n x x
p x x

O W


 

 
  


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تٝ ٔٙظٛض تؼییٗ احتٕاَ ایٗ وٝ تیف اظ زٚ ٚاحس ٘الص زض ٕ٘ٛ٘ٝ پیسا قٛز، تؿییاض ؾیازٜ تیط اؾیت ویٝ      

 ؾٕت ضاؾت تؿاٚی ظیط ضا ٔحاؾثٝ وٙیٓ.

( 2) 1 ( 2)P X P X    

)احتٕاَ  2)P X   ٝٛز:ق ٔیاظ ضاتغٝ ظیط ٔحاؾث 

2
50 49 2 48

0

50
( 2) 0.02 0.98 0.98 50 0.02 0.98 1225 0.02 0.98

0.92

x n x

x

P X
x





 
         

 




  

 0.08تٙاتطایٗ، احتٕاَ ایٗ وٝ فطایٙس تِٛیس ضٚظی تطاؾاؼ فطایٙس ٕ٘ٛ٘ٝ ٌیطی ٔتٛلف قٛز، تمطیثا تطاتیط  

 تایی تٝ صٛضت ظیط اؾت. 50ٔیاٍ٘یٗ تؼساز ٚاحسٞای ٘الص زض یه ٕ٘ٛ٘ٝ تصازفی تٝ ا٘ساظٜ  اؾت.

( ) 50 0.02 1E X np    

 تٝ صٛضت ظیط اؾت.آٖ  ٚ ٚاضیا٘ؽ

( ) 50 0.02 0.98 0.98Var X npq     

 تَزیع ٌّدسی

تیا حصیَٛ اِٚییٗ     Xتطِ٘ٛی ٔطتثظ اؾت وٝ ٔتغیط تصیازفی   ٞای تٛظیغ ٞٙسؾی تٝ ز٘ثاِٝ ای اظ آظٔایف

 ٛز.ق ٔیتٝ صٛضت ظیط اضایٝ  Xٔتغیط تصازفی  ٛز. تٛظیغق ٔیٔٛفمیت تؼطیف 

1 , 1,2,
( )

0, /

xq p x
p x

O W

 
 


 

یه ٔٛفمیت ٚخٛز زاقتٝ تاقیس. اٌیط   آٖ  قىؿت ٚ تٝ ز٘ثاَ x-1س وٝ زٞ ٔیٍٞٙأی ضخ  {X=x}پیكأس 

 زاقتٝ تاقس، تٙاتطایٗ، زاضیٓ: pٚ ٞط ٔٛفمیت احتٕاَ  q=1-pٞط یه اظ ایٗ قىؿت ٞا احتٕاَ 
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1

1

x times

xP FFF F S q p




 
  
 
 

 

 ٔیاٍ٘یٗ تٛظیغ ٞٙسؾی تٝ صٛضت ظیط تسؾت ٔی آیس.

1
( )E X

p
 

 ا٘حطاف ٔؼیاض تٛظیغ ٞٙسؾی تٝ صٛضت ظیط تسؾت ٔی آیس.

  2

q
Var X

p
 

ٛز. ایٗ احتٕاَ ق ٔیٔٛ٘تاغ قسٜ زض ایؿتٍاٜ تاظضؾی ٔطزٚز قٙاذتٝ  ٞای چُٟ زضصس ضیع پطزاظ٘سٜ هثال:

ضا ٔحاؾثٝ وٙیس وٝ اِٚیٗ ضیع پطزاظ٘سٜ پصیطفتٝ قسٜ ؾٛٔیٗ ضیع پطزاظ٘یسٜ تاظضؾیی قیسٜ تاقیس. تیا زض ٘ظیط       

 زاضیٓ: p=0.6   ٚq=0.4ٌطفتٗ 

2(3) 0.4 0.6 0.096p    

ٚع اظ ٞیط ٘مغیٝ قیط    ٞا آٖ زضصس اظ ٔٛاضز اِٚیٗ ضیع پطزاظ٘سٜ ٔٛضز پصیطـ، ؾٛٔیٗ 10تٙاتطایٗ، تٟٙا زض 

 زِرٛاٜ ذٛاٞس تٛز.

 تَزیع پَاسَى

س ٚ اظ ِحاػ ضیاضی وألا ؾیازٜ اؾیت.   وٙ ٔیتٛظیغ پٛاؾٖٛ فطایٙسٞای تصازفی تؿیاضی ضا ذٛب تؼطیف 

 تاتغ تٛظیغ احتٕاَ پٛاؾٖٛ تٝ صٛضت ظیط اؾت.

, 1,2,
( ) 0!

0, /

xe
x

p x x

O W








 



 

 زض ایٗ تٛظیغ زاضیٓ:
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( ) ( )E X Var X   

 ایٗ تٛظیغ تٝ صٛضت ظیط اؾت.تاتغ تٛظیغ تدٕؼی 

0

( )
!

ix

i

e
F x

i





 

یط٘س، زؾتٍاٜ ٌیط٘سٜ اٚ ضا تیا  ٌ ٔیوأسیٛتط تا تؼٕیط واض تٕاؼ تّفٙی ٞط ٌاٜ تطای ؾطٚیؽ تؼٕیط  هثال:

ٞا زض ؾاػت عثك تٛظییغ پٛاؾیٖٛ تیا ٔییاٍ٘یٗ     تیة اؾت وٝ تؼساز  س. ٔؼّْٛ قسٜوٙ ٔیذثط  "تیة "صسای 

2    زض ؾاػت تؼسی تا تٛخٝ تٝ تٛظیغ احتٕاَ پٛاؾیٖٛ تطاتیط   تیة س. احتٕاَ ؾٝ زٞ ٔیزض ٞط ؾاػت ضخ

 اؾت تا:

2 32
(3) 0.18

3!

e
p



  

 احتٕاَ زٚ تیة یا تیكتط زض یه زٚضٜ یه ؾاػتٝ ضا زض ٔثاَ فٛق تسؾت آٚضیس. هثال:

( 2) 1 ( 2) 1 (0) (1) 1 (1) 0.594P P p p F          

 پیَستِ ّایتَزیعتابع 

٘س ٞط ٔمیساض زض ییه فاصیّٝ ضا    تٛا ٔی ٞا آٖ تصازفی وٝ ٔتغیط ٔٛضز ٘ظط زض ٞای پسیسٜ تكطیح تٝ ٔٙظٛض 

، عَٛ یه ٔیّٝ ٚ ؾغح آب یه ضٚزذا٘ٝ. زض ٔثلاًٖ اظ ٔتغیطٞای تصازفی پیٛؾتٝ اؾتفازٜ وطز: تٛا ٔیتٍیطیس، 

 ٛز.ق ٔیٟٔٓ پیٛؾتٝ ٔؼطفی  ٞای ازأٝ تٛظیغ

 تَزیع یکٌَاخت

عثك ضاتغٝ ظیط تؼییٗ آٖ  PDFٛز، اٌط ق ٔیتٝ عٛض یىٙٛاذت تٛظیغ  [a,b]ضٚی فاصّٝ  Xغیط تصازفی ٔت

 قٛز:

1

( )

0 /

a x b
f x b a

O W


 

 


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CDF  ٛز.ق ٔیتا ضاتغٝ ظیط ٔكرص 

0

( )

1

x a

x a
F x a x b

b a

b x





  




 

 تٛخٝ وٙیس زض ایٗ تٛظیغ زاضیٓ:

 2 1
1 2 2 1( ) ( ) ( )

x x
P x X x F x F x

b a


    


 

1وٝ زض ضاتغٝ  1x  ٚ2xتٝ اظای ٕٞٝ ٔمازیطی اظ  2a x x b       صسق وٙس، ٔتٙاؾیة فاصیّٝ ذٛاٞیس

 تٛظیغ عثك ضاتغٝ ظیط تسؾت ٔی آیس. ٍاریاًسٚ  هیاًگیيتٛز. 

( )
2

a b
E X


 

ٚ 

 
2

( )
12

b a
Var X


 

 ٛز.ق ٔیتٝ صٛضت ظیط  PDF  ٚCDFتاقس،  a=1  ٚb=6تطای ٔثاَ، اٌط 
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 تیا  ضٚ٘سٛز وٝ ایٗ ق ٔیصثح ٞط تیؿت زلیمٝ اتٛتٛؾی تٝ تٛلفٍاٜ ٔكرصی ٚاضز  6:40اظ ؾاػت  هثال:

صثح ازأٝ ٔی یاتس. ٔؿافط ٔؼیٙی وٝ اظ تط٘أٝ تی اعلاع اؾت، ٞط ضٚظ صثح تٝ عٛض تصازفی ) تا  8:40 ؾاػت

زلیمٝ ٔؼغیُ قیسٖ اییٗ     5صثح اظ ضاٜ ٔی ضؾس. احتٕاَ تیف اظ  7:30صثح ٚ  7:00تٛظیغ یىٙٛاذت ( تیٗ 

 ٔؿافط تطای اتٛتٛؼ چمسض اؾت؟

صثح  7:15صثح ٚ  7:00ٔؼغُ قسٖ اؾت وٝ یا تیٗ زلیمٝ  5ٔؿافط تٟٙا زض صٛضتی ٔدثٛض تٝ تیف اظ 

 7:00ٌصقتٝ اظ  ٞای ٔتغیطی تصازفی تاقس وٝ تؼساز زلیمٝ Xصثح ٚاضز قٛز. اٌط  7:30صثح ٚ  7:20یا تیٗ 

 س، احتٕاَ ٔٛضز ٘ظط ػثاضت اؾت اظ:زٞ ٔیصثح ضا تٝ ٍٞٙاْ ضؾیسٖ ٔؿافط ٘كاٖ 
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(0 15) (20 30)P X P X     

( اؾت تٙاتطایٗ احتٕیاَ ٔیٛضز   0,30یه ٔتغیط تصازفی تا تٛظیغ یىٙٛاذت زض تاظٜ ) Xتا تٛخٝ تٝ ایٗ وٝ 

 ٘ظط عثك ضاتغٝ ظیط تسؾت ٔی آیس:

15 20 5
(15) (30) (20) 1

30 30 6
F F F      

 تَزیع ًوایی

0تٛظیغ ٕ٘ایی تا پاضأتط  Xٛز ٔتغیط تصازفی ق ٔیٌفتٝ    زاضز اٌطPDF  ٖعثك ٔؼازِیٝ ظییط اضایی   آ ٝ

 قٛز:

0
( )

0 /

xe x
f x

O W

  
 


 

 تٝ صٛضت ظیط اؾت. تابع تَزیع احتوال تجوعیٚ  تابع تَزیع احتوال
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زض حاِتی وٝ ٚضٚزٞیا ویألا تصیازفی     ٔتٛاِی تیٗ زٚ ٚضٚز ٞای تٛظیغ ٕ٘ایی تٝ ٔٙظٛض ٔسَ ؾاظی ٔست

تطای ٔسَ ؾاظی ٔست ٞا ذسٔت زٞی زض حاِتی وٝ ایٗ ٔست ٞا تؿیاض ٔتغیط تاقیس ٔیٛضز   ٕٞچٙیٗ تاقس ٚ 

ٔؼطف آًٞٙ ٚضٚز زض ٞط ؾاػت ییا آٞٙیً ذیسٔت زٞیی زض ٞیط       اؾتفازٜ لطاض ٌطفتٝ اؾت. زض ایٗ ٔٛاضز، 

 زلیمٝ اؾت. 

 ٛز.ق ٔیٔیاٍ٘یٗ ٚ ٚاضیا٘ؽ تٛظیغ ٕ٘ایی عثك ضٚاتظ ظیط تؼییٗ 

2

1 1
( ) , ( )E X Var X

 
  

 تاتغ تٛظیغ احتٕاَ تدٕؼی تٛظیغ ٕ٘ایی تٝ صٛضت ظیط اؾت:

0

0 0
( )

1 0
x

t x

x
F x

e dt e x   


 

  
 

زض قىُ ظیط، چٙس تاتغ تٛظیغ احتٕاَ ٕ٘ایی ٔرتّف ضؾٓ قسٜ اؾت. ػطض اظ ٔثسا ٕٞٛاضٜ تطاتط تا ٔمساض 

  ٙس.وٙ ٔیاؾت. تٛخٝ زاقتٝ تاقیس وٝ تٛاتغ زض یه ٘مغٝ یىسیٍط ضا لغغ 
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ض وٙیس وٝ ػٕط ٘ٛػی لأپ صٙؼتی، تط حؿة ٞعاض ؾاػت، تٛظیغ ٕ٘ایی تا آًٞٙ ذطاب قسٖ تصٛ هثال:

1تطاتط تا 

3
   ؾاػت ) ٕٞاٖ  3000ؾاػت( زاضز. احتٕاَ ایٗ وٝ لأپ تیف اظ  3000)یا یه ذطاتی زض ٞط

 وٙس تا ضاتغٝ ظیط تسؾت ٔی آیس. ٔیاٍ٘یٗ( ػٕط

( 3) 1 ( 3) 1 (3)P X P X F      

 ٛز.ق ٔیاظ ضاتغٝ تاتغ تٛظیغ تدٕؼی تٝ صٛضت ظیط اؾتفازٜ  F(3)تطای ٔحاؾثٝ 

3

13( 3) 1 (1 ) 0.368P X e e


      

 ٛز.ق ٔیوٙس عثك ضاتغٝ ظیط تؼییٗ  ؾاػت ػٕط 3000ٚ  2000احتٕاَ ایٗ وٝ لأپ صٙؼتی تیٗ 

3 2

3 3(2 3) (3) (2) (1 ) (1 ) 0.368 0.513 0.145P X F F e e
 

            
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اؾت. تٝ ٔؼٙای زیٍط اظای ٕٞٝ ٔمازیط آٖ  بی حافظِ بَدىتٛظیغ ٕ٘ایی،  ٞای اظ ٟٕٔتطیٗ ٚیػٌی ًکتِ:

0, 0s t  :ٓزاضی 

( | ) ( )P X s t X s P X t     

ازٜ لطاض زاقتٝ ٔٛضز اؾتف sوٝ لثلا تٝ ٔست  دآٍر ویًبِ یاد س وٝ لغؼٝ زٞ ٔیػثاضت ضیاضی فٛق ٘كاٖ 

تطای اثثات ایٗ تریف تیٝ صیٛضت ظییط ػٕیُ       س.وٙ ٔیاؾت ٚ ٞط لغؼٝ ٔؿتؼّٕی تٝ ذٛتی یه لغؼٝ ٘ٛ واض 

 یٓ.وٙ ٔی

( )

( )

( )
( | ) ( )

( )

s t
t

s

P X s t e
P X s t X s e P X t

P X s e






 




 
       


 

 تَزیع گاها

0ؾت وٝ تٝ اظای ٕٞیٝ ٔمیازیط   ا تابع گاهاتاتؼی وٝ زض تؼطیف تٛظیغ ٌأا ٔٛضز اؾتفازٜ اؾت،     ٝتی

 ٛزق ٔیصٛضت ظیط تؼطیف 

1

0
( ) xx e dx


    

 ٖ ٘كاٖ زاز تٛا ٔیتا ا٘تٍطاَ ٌیطی خع تٝ خع 

( ) ( 1) ( 1)       

(1)ػسز صحیح تاقس، تا اؾتفازٜ اظ ایٗ فطض وٝ  اٌط  1   زیس وٝ:تٛا ٔیزض ضاتغٝ تالا ٖ 

( ) ( 1)!    

تط ٕٞٝ اػساز ٔثثت ٚ ٘ٝ فمظ اػساز صحیح،  فاکتَریلٖ تٝ ػٙٛاٖ تؼٕیٓ ٕ٘از تٛا ٔیتٝ تاتغ ٌأا  ًکتِ:

 اعلاق وطز.

 تٝ صٛضت ظیط تاقس.آٖ  PDFاؾت اٌط    ٚزاضای تٛظیغ ٌأا تا پاضأتطٞای  Xٔتغیط تصازفی 
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 
1

0
( )( )

0 /

xx e x
f x

O W

 




 


 



 

1ٔی ٘أٙس. چٙس تٛظیغ ٌأا تیٝ اظای   پاراهتر هقیاسضا  ٚ پاضأتط پاراهتر شکل ضا  پاضأتط    

1,2,3ٚ ٔمازیط   .زض قىُ ظیط ٘كاٖ زازٜ قسٜ اؾت 

 

ٔتغیط تصازفی ٔؿتمُ تا تٛظیغ ٕ٘ایی ٚ تا پیاضأتط    ٔدٕٛعػسز صحیح تاقس.  فطض وٙیس  ًکتِ:

، ٝتاتغ تٛظیغ ٌأا تا پاضأتط  ٔٙدط ت  ٚ ٛز.ق ٔی 

 تَزیع ارلٌگ

 ضاتغٝ ظیط ضا زض ٘ظط تٍیطیس:

 
1

0
( )( )

0 /

xx e x
f x

O W

 




 


 

 
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kاٌط    ،ٔطتثٝ  تَزیع ارلٌگٚ ػسز صحیح تاقٙس آٍ٘اٜ تٝ تٛظیغ فٛقk  ٝٛز. تٛظیغ اضًِٙ ق ٔیٌفت

 ٖ تٝ صٛضت ظیط تؼطیف وطز:تٛا ٔیضا 

k زٞی تٝ ٞط ٔكتطی تایس اظ تٕاْ ذسٔت زٜ  ایؿتٍاٜ ضا زض ٘ظط تٍیطیس وٝ تٝ ٔٙظٛض وأُ وطزٖ ذسٔت

زض زؾت پطزاظـ اؾت ٚ تا ٔٛفمیت اظ تٕیأی ذیسٔت زٜ ٞیا    آٖ  ٞا ػثٛض وٙس. تا ظٔا٘ی وٝ یه ٔكتطی واض

زٞیی   ا٘س تٝ ایؿتٍاٜ اَٚ ٚاضز قٛز. زض ٞیط ایؿیتٍاٜ، ٔیست ذیسٔت    تٛ ٕ٘یػثٛض ٘ىطزٜ اؾت، ٔكتطی زیٍطی 

 اؾت.  kزاضای تٛظیغ ٕ٘ایی تا پاضأتط 

اتط ٔدٕٛع أیس ضیاضی ٔتغیطٞای تصیازفی  تا تٛخٝ تٝ ایٗ وٝ أیس ضیاضی ٔدٕٛع ٔتغیطٞای تصازفی تط

 ٛز.ق ٔیاؾت ِصا أیس ضیاضی تاتغ تٛظیغ اضًِٙ تٝ صٛضت ظیط ٔحاؾثٝ 

1 2( ) ( ) ( ) ( )kE X E X E X E X    

1تا تاتغ تٛظیغ ٕ٘ایی تطاتط تا  jXأیس ضیاضی ٔتغیط تصازفی 

k
 اؾت. تٙاتطایٗ زاضیٓ: 

1 1 1 1
( )E X

k k k   
     

تیٝ   ٞا آٖ ، تطاتط ٔدٕٛع ٚاضیا٘ؽٞا آٖ خٕغ اظ ٞٓ تاقٙس، ٚاضیا٘ؽ هستقل jXاٌط ٔتغیطٞای تصازفی 

 صٛضت ظیط اؾت:

     
2 2 2 2

1 1 1 1
( )Var X

kk k k   
     

kزض صٛضتیىٝ    ،تٝ خع اظ تاتغ تٛظیغ احتٕاَ تیاتغ تٛظییغ   ٖ تٝ صٛضت خع تٛا ٔیٚ ػسز صحیح تاقس

 تدٕؼی ضا تٝ صٛضت ظیط ٔحاؾثٝ وطز:

 1

0

1 0
( ) !

0 0

i k xk

i

k x e
x

F x i

x

 




 

 




 
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ٛیس، ِٚی تیٝ ٔٙظیٛض تاظزاقیتٗ ؾیاضلیٗ اظ     ٌ ٔیاز زا٘كٍاٜ ذا٘ٝ ذٛز ضا زض تاتؿتاٖ تطن یه اؾت هثال:

وٝ زٚ لأیپ زاضز. اٌیط لأیپ     ؾطلت، ٔایُ اؾت لأسی ضا تطای ٕٞٝ ٔست ضٚقٗ تٍصاضز. اٚ اتعاضی ٔی ؾاظز

لأیپ ٞیا    تؿیتٝ تٙیسی   یس. ضٚی خؼثٝ وٙ ٔی، اتعاض ٔعتٛض خطیاٖ ضا تٝ لأپ زْٚ ٔٙتمُ اَٚ اظ واض تاظ تٕا٘س

ٝ  ایٗ اؾتاز ؾاػت تا تٛظیغ ٕ٘ایی اؾت. 1000٘ٛقتٝ قسٜ اؾت وٝ ٔتٛؾظ ػٕط   2160ضٚظ ییا   90ٔیست   تی

طزز، ٌی  ٔیی ٛز ٚ اؾتاز اظ ؾفط تیط  ق ٔیٛز. احتٕاَ ایٗ وٝ ٚلتی تاتؿتاٖ تٕاْ ق ٔیؾاػت اظ ذا٘ٝ اـ ذاضج 

 لأسی ضٚقٗ تاقس چمسض اؾت؟

)،پایاییؾاػت ػُٕ وٙس ضا تاتغ  xاحتٕاَ ایٗ وٝ ؾیؿتٓ زؾت وٓ  )R x  ،ٛیٙس وٝ ٌ ٔی 

( ) 1 ( )R x F x  

2k زض ایییٗ ٔثییاَ، ٔدٕییٛع ػٕییط ؾیؿییتٓ زاضای      ٚ 1لأییپ

1000
k    ٚ زض ٞییط ؾییاػت

1

2000
   (2160)ٖ تٛا ٔیزض ٞط ؾاػت اؾت. تٙاتطایٗ تٝ عطیك ظیطF :ضا ٔحاؾثٝ وطز 

 

   
1

2 2160
2000

1 1
2.16

0 0

1
2 2160

2000 2.16
(2160) 1 1 0.636

! !

i

i

i i

e

F e
i i

 
  
 



 

  
  
         

 احتٕاَ ضٚقٗ ٔا٘سٖ چطاؽ زض ظٔاٖ ضؾیسٖ اؾتاز ٚخٛز زاضز.زضصس  36تٙاتطایٗ، تا احتٕاَ تمطیثا 

 تَزیع ًرهال

) تا ٔیاٍ٘یٗ   Xٞط ٔتغیط تصازفی  )    2ٚ ٚاضیا٘ؽ 0      تٛظیغ ٘طٔیاَ زاضز اٌیط تیاتغ

 قطح شیُ تاقس: تٝآٖ  تٛظیغ احتٕاَ

2
1

21
( ) ,

2

x

f x e x





 

 
  

      
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ٕ٘ایف  ًکتِ: 2,X N    تٝ ایٗ ٔؼٙا اؾت وٝ ٔتغیط تصازفیX  ٗزاضای ٔیاٍ٘ی   ٚاضییا٘ؽ ٚ

2 0  .اؾت 

 تٝ صٛضت ظیط اؾت.تطذی اظ ذصٛصیات تاتغ تٛظیغ ٘طٔاَ 

)تٝ ؾٕت ٔثثت تی ٟ٘ایت یا ٟٔٙای تی ٟ٘ایت ٔیُ وٙس تاتغ  xچٙا٘چٝ  الف( )f x     تٝ ؾیٕت صیفط

limس تٝ ػثاضت ضیاضی یؼٙی: وٙ ٔیٔیُ  ( ) 0 & lim ( ) 0
x x

f x f x
 

    

)تاتغ تٛظیغ احتٕاَ  ب( )f x  َٛح اؾت، یؼٙی  هتقارى( ) ( )f x f x     

xاحتٕاَ زض ٔمساض ٔاوؿیٓ تاتغ تٛظیغ  ج(   ٗتطاتط اؾت. هدتا  هیاًگیياؾت. تٙاتطای 

 تاتغ تٛظیغ احتٕاَ تدٕؼی تٝ صٛضت ظیط اؾت:

2
1

21
( ) ( )

2

t
x

F x P X x e dt





 

 
  

 


    

ٖ اظ ضٚـ ٔحاؾیثات ػیسزی اؾیتفازٜ ویطز ٚ     تٛا ٔیٔحاؾثٝ ا٘تٍطاَ فٛق تٝ صٛضت تؿتٝ ٔیؿط ٘یؿت. 

)2تطای ٞط ٔمساضی اظ  , )   ٝٛز.ق ٔیا٘تٍطاَ فٛق ٔحاؾث  

)تطای ؾازٌی زض ٔحاؾثٝ ٔمساض تاتغ تٛظیغ تدٕؼیی ٘طٔیاَ    ) ( )F x P X x       ُتیٝ صیٛضت ظییط ػٕی

 یٓ.وٙ ٔی

 
21

2

( ) ( ) ( )

1
( )

2

x x
z

x
F x P X x P Z

x
e z dz

 

 










 


 


   

 
    

 
 

 

Z(0,1)یا  1زاضای تاتغ تٛظیغ ٘طٔاَ تا ٔیاٍ٘یٗ صفط ٚ ا٘حطاف ٔؼیاض  Zٔتغیط تصازفی  N  ٚ اؾتZ  ضا

 ٕ٘ایف ایٗ تٛظیغ ٘طٔاَ تٝ صٛضت ظیط اؾت.ٔی ٘أٙس. تابع تَزیع ًرهال استاًدارد 
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 :ٛزق ٔیتاتغ تٛظیغ تدٕؼی ٘طٔاَ اؾتا٘ساضز عثك ضاتغٝ ظیط ٔحاؾثٝ 

21

2
1

( )
2

z t

z e dt





   

 . ٛزق ٔیتاتغ تٛظیغ ٘طٔاَ اؾتفازٜ  جداٍلتطای ٔحاؾثٝ ٔمساض ا٘تٍطاَ فٛق اظ 
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X(50,9)ٔی زا٘یٓ وٝ  هثال: N  ٗ(56)ٔغّٛب اؾت تؼیی ( 56)F P X   َٚتا اؾتفازٜ اظ خیس .

 یٓ.وٙ ٔیتاتغ تٛظیغ ٘طٔاَ اؾتا٘ساضز ٔمساض ضا تٝ صٛضت ظیط ٔحاؾثٝ 

( زض قیىُ ظییط ٕ٘یایف زازٜ    9)ٚاضییا٘ؽ  3ٚ ا٘حطاف ٔؼیاض  50ٕ٘ایف یه تاتغ تٛظیغ ٘طٔاَ تا ٔیاٍ٘یٗ 

 ٛز.ق ٔی

 

تٕاَ اؾتا٘ساضز اؾتفازٜ ِٚی زض ػُٕ تٝ عٛض ٔؿتمیٓ ٔمساض احتٕاَ ٔحاؾثٝ ٕ٘ی قٛز ٚ اظ تاتغ تٛظیغ اح

(56)تطای یافتٗ ٔمساض ؾغح ظیط ٔٙحٙی وٝ حاصُ ػثاضت ٔی قٛز.  ( 56)F P X    َاؾت اظ تٛظیغ ٘طٔیا

Z(0,1)اؾتا٘ساضز یا  N  ٜیٓ وٝ تٝ صٛضت ظیط ٔمساض وٙ ٔیاؾتفازz          تیطای اییٗ تٛظییغ تیٝ صیٛضت ظییط

 ٛز.ق ٔیٔحاؾثٝ 

 
56 50

(56) 2
3

F
 

   
 

 

ٔمساض  2  ٜٛز.ق ٔیتطای تاتغ تٛظیغ ٘طٔاَ اؾتا٘ساضز زض قىُ ظیط ٘كاٖ زاز 
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وٝ تطاؾاؼ قىُ تالا،  2  ط تسٖٚ ٔحاؾیثٝ ا٘تٍیطاَ   ت تطای ٔحاؾثٝ ضاحت ٛز.ق ٔی 0.9772تطاتط تا

 فٛق اظ ضٚی خسَٚ تٝ صٛضت ظیط تسؾت ٔی آیس.ٖ ٔمساض تٛا ٔیٔؼطفی قسٜ 

 

زاضز. احتٕاَ اییٗ   N(12,4)، تٛظیغ ٘طٔاَ X، ٔست لاظْ تطای تاضٌیطی یه وكتی الیا٘ٛؼ پیٕا هثال:

 ضا ٔحاؾثٝ وٙیس.ؾاػت تاضٌیطی وٙس  10وٝ وكتی زض وٕتط اظ 

 تطای ٔحاؾثٝ احتٕاَ فٛق تایس ضا تٝ صٛضت ظیط ٔحاؾثٝ وطز.

 
10 12

(10) 1 0.1587
2

F
 

     
 

 

وٝ ٕ٘ایف ٔمساض  1   ٛز.ق ٔی٘طٔاَ اؾتا٘ساضز تٝ صٛضت ظیط تط ضٚی تاتغ تٛظیغ 
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 تطای تاتغ تٛظیغ ٘طٔاَ اؾتا٘ساضز ػثاضت ظیط تطلطاض اؾت: ًکتِ:

( ) 1 ( )     

(1)تییطای ٕ٘ٛ٘ییٝ، زض ٔثییاَ تییالا ٔمییساض    0.8413   وییٝ تییا تٛخییٝ تییٝ ضاتغییٝ تییالا ٔمییساض    اؾییت

( 1) 1 (1) 1 0.8413 0.1587       ٔحاؾثٝ ٔی قٛز. 

 ؾاػت لاظْ تاقس ضا ٔحاؾثٝ وٙیس. 12اِی  10زض ٔثاَ تالا، احتٕاَ ایٗ وٝ تطای تاضٌیطی تیٗ  هثال:

 یٓ.وٙ ٔیتطای ٔحاؾثٝ ایٗ احتٕاَ تٝ صٛضت ظیط ػُٕ 

(10 12) (12) (10) 0.5 0.1687 0.3413P X F F       

ٔست ػثٛض اظ یه صف تٝ ٔٙظٛض قطٚع ذسٔتٍیطی زض یه وافٝ تطیا تٝ صٛضت تاتغ تٛظیغ ٘طٔیاَ   هثال:

 زلیمٝ ا٘تظاض ذیسٔتٍیطی  12اِی  9اؾت. احتٕاَ ایٗ وٝ یه ٔكتطی تیٗ  3ٚ ا٘حطاف ٔؼیاض  10تا ٔیاٍ٘یٗ 

 ضا تدطتٝ وٙس ضا ٔحاؾثٝ وٙیس.

 ٛز.ق ٔیاحتٕاَ ٔٛضز ٘ظط تٝ صٛضت ظیط ٔحاؾثٝ 

   
12 10 9 10

(9 12) (12) (9) 0.667 0.333
3 3

P X F F
    

           
   

  

(12)٘احیٝ ؾایٝ ذٛضزٜ، ٔؼطف احتٕاَ  (9)F F  .اؾت 

 

(12)قىُ ظیط، ٘احیٝ ٞاقٛض ذٛضزٜ احتٕاَ  (9)F F .زض تاتغ تٛظیغ ٘طٔاَ اؾتا٘ساضز اؾت 
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ٔمساض  0.667  اؾت. ٕٞچٖٛ ٌفتٝ قیس ویٝ    0.7476تطاتط   0.333 1 0.333      ٖٛچی ٚ

 0.333 0.6304   اؾت ِصا 0.333 0.3696         اؾت ٚ زض ایٗ صیٛضت ٔمیساض احتٕیاَ ٔیٛضز ٘ظیط

   0.667 0.333 0.7476 0.3696 0.3780      ٕٞاٖ عٛض زض لثلا تیاٖ قس تطای ٔحاؾثٝ ٔمازیط .

 ٖ اظ خسَٚ اضایٝ قسٜ تٟطٜ تطز.تٛا ٔیاحتٕاَ تاتغ تٛظیغ ٘طٔاَ اؾتا٘ساضز 

 تَزیع ٍیبال

 قىُ ظیط تاقس.تٝ آٖ  تٛظیغ ٚیثاَ زاضز اٌط تاتغ تٛظیغ احتٕاَ Xٔتغیط تصازفی 

1

( )

0 /

x
x

e x
f x

O W


 

 


 

  
 
 

  
     



 

اؾیت ٚ زض تیاظٜ    پراراهتر هَقعیرت   ؾٝ پاضأتط تٛظیغ ٚیثاَ ػثیاضت اؾیت اظ:        لیطاض

0اؾت ٚ زض ٔحسٚزٜ  پاراهتر هقیاس یطز؛ ٌ ٔی  ٚ ؛ 0اؾت ویٝ زض ٔحیسٚزٜ    پاراهتر شکل  

0ٞط ٌاٜ  اؾت.   ٛز.ق ٔیتاقس، تاتغ تٛظیغ احتٕاَ ٚیثاَ تٝ صٛضت ظیط 

1

0
( )

0 /

x
x

e x
f x

O W






 

  
 
 


 

     



 

,0قىُ ظیط تؼسازی تیاتغ تٛظییغ احتٕیاَ ٚیثیاَ ٚلتیی       1    ٚ0.5,1,2,4      ٖاؾیت ضا ٘كیا

 س.زٞ ٔی
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,0تا فطض  1   .تٛظیغ ٚیثاَ تٝ صٛضت ظیط زض ٔی آیس 

1
0

( )

0 /

x

e x
f x

O W








 



 

1وٝ تٛظیغ فٛق ٕٞاٖ تٛظیغ ٕ٘ایی تا پاضأتط 



 .اؾت 

 ٛز.ق ٔیٔیاٍ٘یٗ ٚ ٚاضیا٘ؽ تاتغ تٛظیغ ٚیثاَ تٝ صٛضت ظیط  ًکتِ:

2

2

1
( ) 1

2 1
( ) 1 1

E X

Var X

 



 

 
    

 

     
          
      

 

أا ٔییاٍ٘یٗ تیا افیعایف ییا ویاٞف       .ًداردتاثیط تط ٔمساض ٚاضیا٘ؽ  ، ،عثمٝ ضٚاتظ تالا، پاضأتط ٔٛلؼیت

 پاضأتط ٔٛلؼیت، افعایف یا واٞف ٔی یاتس.

 ٛز.ق ٔیضاتغٝ تاتغ احتٕاَ تدٕؼی تطای تٛظیغ ٚیثاَ تٝ صٛضت ظیط 
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0

( )

1 /

x

x

F x

e O W








 
 
 




 
 

 

ٔستی وٝ عَٛ ٔی وكس تا ٞٛاپیٕایی زض یه فطٚزٌاٜ تعضي تیٗ إِّّی تط ظٔیٗ تٙكیٙس ٚ اظ تا٘س  هثال:

1.34تیطٖٚ تطٚز، تٛظیغ ٚیثاَ تا    ،ٝ0.5زلیم   ٚ0.04   ٝزلیمٝ زاضز. ایٗ احتٕاَ ضا پیسا وٙیس و

ایٗ ٔٛضز ٞسف زلیمٝ عَٛ تىكس. زض  1.5فطٚز آٔسٖ ٚ تیطٖٚ ضفتٗ اظ تا٘س تطای یه ٞٛاپیٕا ٚضٚزی تیف اظ 

)ٔحاؾثٝ  1.5)P X   ٝٛزق ٔیاؾت وٝ تٝ صٛضت ظیط ٔحاؾث. 

0.5
1.5 1.34

20.04( 1.5) (1.5) 1 1 1 0.135 0.865P X F e e

 
 

          

زلیمٝ ٚلت تطای ٘كؿیتٗ ٚ تییطٖٚ ضفیتٗ اظ تا٘یس ٘ییاظ       1.5تٙاتطایٗ، احتٕاَ ایٗ وٝ ٞٛاپیٕا تٝ تیف اظ 

 اؾت. 0.135زاقتٝ تاقس، تطاتط 

 تَزیع هثلثی

 تٝ صٛضت ظیط تاقس.آٖ  تٛظیغ ٔثّثی زاضز اٌط تاتغ تٛظیغ احتٕاَ Xٔتغیط تصازفی 

2( )

( )( )

2( )
( )

( )( )

0 /

x a
a x b

b a c a

c x
f x b x c

c b c a

O W


   




  
 





 

aآٖ  تاقس، وٝ زض b c   ٚx b  س. زض قىُ ظیط تاتغ احتٕاَ تٛظیغ ٔثّثیی ٘كیاٖ   زٞ ٔیزض ٔس ضخ

 زازٜ قسٜ اؾت.
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)ٖ تٝ پاضأتطٞای تٛا ٔیٔؼیاضٞای تٛظیغ ٔا٘ٙس ٔیاٍ٘یٗ ٚ ٔس ضا  , , )a b c .اضتثاط زاز 

( )
3

a b c
E X

 
 

3 ( ) ( )Mode b E X a c    

aاظ آ٘دایی وٝ  b c   ضاتغٝ تیٗ ٔیاٍ٘یٗ ٚ پاضأتطٞای تٛظیغ ٔثّثی ضا تٝ صٛضت ظیط تیاٖ تٛا ٔیِصا ٖ

 وطز.

2 2
( )

3 3

a c a c
E X

 
  

 تاتغ تٛظیغ تدٕؼی ٔثّثی تٝ صٛضت ظیط اؾت.

2

2

0

( )

( )( )
( )

( )
1

( )( )

1

x a

x a
a x b

b a c a
F x

c x
b x c

c b c a

x c




  
  

 
   

  



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ی ضا وٝ پصیطفتیٝ ٘كیٛز ضز   ٞای ٘یٕٝ ضؾا٘ا ضا یه حؿٍط اِىتطٚ٘یه تؼییٗ ٚ آٖ ٞای ویفیت چیپ هثال:

 24س. زض صٛضت تماضا، حؿٍط تؼساز وٕتیطیٗ ٚ تیكیتطیٗ ٔٛضزٞیای ضزی ضا زض ٞیط ؾیاػت تِٛییس اظ       وٙ ٔی

ٛز. تسٖٚ ٞیچ اعلاػات تیكتط، ترف وٙتطَ ویفییت  ق ٔیؾاػت ٌصقتٝ اضایٝ ذٛاٞس وطز. ٔیاٍ٘یٗ ٘یع زازٜ 

آٖ  خاضی تط ٞای ٖ عثك تٛظیغ ٔثّثی تمطیة ظز. زازٜتٛا ٔیضز قسٜ ضا  ٞای فطض وطزٜ اؾت وٝ تؼساز چیپ

ٗ      ٞای زلاِت زاضز وٝ وٕتطیٗ چیپ ، ٚ 10ٔؿیاٚی تیا   آٖ  ضز قسٜ زض ٞط ؾیاػت ٔؿیاٚی تیا صیفط، تیكیتطی

0aتا زا٘ؿتٗ ایٗ وٝ  تٛزٜ اؾت. 4ٔؿاٚی تا آٖ  ٔیاٍ٘یٗ  ،10c  ٚ ،( ) 4E X  ،ٔمساض تٛا ٔی ٖb  ضا اظ

 ٔؼازِٝ ظیط تسؾت آٚضز.

3(4) (0 10) 2b     

2اضتفاع ٔس تطاتط تا 
0.2

10 0



 50زضصس ٔؿاحت زض ؾٕت چیپ ٚ   50٘مغٝ ای اؾت وٝ  هیاًِاؾت.  

 اؾت وٝ زض قىُ ظیط ٘كاٖ زازٜ قسٜ اؾت. 3.7اؾت. زض ایٗ ٔثاَ، ٔیا٘ٝ آٖ  زضصس زض ؾٕت ضاؾت

 

)ییا   0.5ٕؼیی ضا تطاتیط   تطای تؼییٗ ٔیاٍ٘یٗ، وافی اؾت ویٝ ٔمیساض تیاتغ تٛظییغ تد     ) 0.5F x    لیطاض

 یٓ:زٞ ٔی
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2(10 )
0.5 1 3.7

(10)(8)

x
x


    

 .ًیستٌدس وٝ ِعٚٔا ٔیاٍ٘یٗ، ٔس ٚ ٔیا٘ٝ تا ٞٓ تطاتط زٞ ٔیایٗ ٔثاَ ٘كاٖ 

 فرایٌد پَاسَى

پیكأسٞای تصازفی اظ لثیُ ٚضٚز ؾفاضـ ٞا تٝ یه واضٌاٜ، ٚضٚز ٞٛاپیٕاٞا تٝ یه تا٘یس فطٚزٌیاٜ، ٚضٚز   

، ذطاتی ٔاقیٗ ٞا زض یه واضذا٘ٝ تعضي ٚ ... ضا ٛضیه اپطاتوكتی ٞا تٝ یه تٙسضٌاٜ، ٚضٚز ٔىإِات تّفٙی تٝ 

)ٖ عثك یه تاتغ قٕاضقی،تٛا ٔیزض ٘ظط تٍیطیس. ایٗ پیكأسٞا ضا  )N t   قطح زاز وٝ تٝ اظای ٕٞیٝ ٔمیازیط ،

0t    ٛز. ایٗ تاتغ قٕاضقی ٔؼطف تؼساز پیكیأسٞایی اؾیت ویٝ زض تیاظٜ تییٗ صیفط ٚ       ق ٔیتؼطیفt  ضخ

 .تاقس یا ذییط اِٚیٗ ٚضٚز ٔكاٞسٜ قسٜ وٝ آظٔایف قطٚع قسٜ تاقس ذٛاٜ س. ظٔاٖ صفط ٘مغٝ ای اؾت زٞ ٔی

)تٟٙا ٔمازیط ٕٔىٗ لاتُ پصیطـ تٛؾظ  )N t ،ٞؿتٙس.  ...,0,1,2,3اػساز صحیح ، 

 شوارشیٛز فطایٙس ق ٔیٌفتٝ  ( ), 0N t t   تا آًٞٙ ٔییاٍ٘یٗ   پَاسَىفطایٙسی اظ ٘ٛع   ،اؾیت

 ظیط صازق تاقس: ٞای اٌط فطض

 . )یؼٙی زض یه ظٔاٖ، زٚ ٚضٚزی ٘ساضیٓ( سٙزٞ ٔیضخ  در ّر لحظِٚضٚزٞا تٝ صٛضت یه ٚضٚز  الف(

t  ٚtس یؼٙی تٛظیغ تؼساز ٚضٚز تیٗ ٙتاق پایدار ٚضٚزٞای ب( s  َٛتٟٙا تٝ عs   تٝ ٘مغٝ قیطٚع ٝ٘ ٚt 

 تؿتٍی زاضز. 

س یؼٙی تؼساز ظیاز یا وٓ ٔٛاضز ٚضٚز زض یه فاصّٝ ظٔا٘ی، ٞیچ تاثیط تط تؼیساز  ٙتاق هستقل ٚضٚز ٞا ج(

ٔٛاضز ٚضٚز زض فٛاصُ ظٔا٘ی تؼسی ٘ساضز. تٝ ػثاضت زیٍط، ٚضٚزٞای آتی وألا تٝ عیٛض تصیازفی ٚ ٔؿیتمُ اظ    

 س.زٞ ٔیتؼساز ٔٛاضز ٚضٚز زض فٛاصُ ظٔا٘ی لثُ ضخ 

ٖ ٘كیاٖ زاز ویٝ احتٕیاَ    تیٛا  ٔیی تالا ضخ زٞس،  سِ فرضت اٌط ٚضٚزٞا ٔغاتك فطایٙس پٛاؾٖٛ ٚ تا ضػای

( )N t n .عثك ضاتغٝ ظیط تسؾت ٔی آیس 
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 
( )

( ) , 0, 0,1,2,...
!

t ne t
P N t n t n

n

 

    

)زض ضاتغٝ تالا،  )N t  تا پاضأتط  پَاسَىتٛظیغt    ػثیاضت  آٖ  زاضز. تٙاتطایٗ، ٔییاٍ٘یٗ ٚ ٚاضییا٘ؽ

 اؾت اظ:

   ( ) ( )E N t t V N t    

s، تٝ عٛضی وٝ s  ٚtاذتیاضی  ٞای تٝ اظای ظٔاٖ t  ( تٝ ایٗ ٔؼٙا اؾت ی)فطض پایساض زْٚتاقس، فطض

)وٝ ٔتغیط تصازفی  ) ( )N t N s( ّٝوٝ ٔؼطف ٚضٚز زض فاصs  تاt  زاضایاؾت ،)     ٗتٛظیغ پٛاؾیٖٛ تیا ٔییاٍ٘ی

( )t s  :ٓزاضز. تٙاتطایٗ، زاضی 

 
 ( ) ( )

( ) ( ) , 0,1,2,...
!

nt se t s
P N t N s n n

n

   
    

ٚ 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )E N t N s t s Var N t N s     

 فطآیٙس ٚضٚز پٛاؾٖٛ ظیط ضا زض ٘ظط تٍیطیس.

 

1ٚ ٚضٚز زْٚ زض  1Aزض قىُ فٛق، ٚضٚز اَٚ زض ظٔاٖ  2A A . ٚ.ٚ 1تٝ تطتیة ٔست  . اتفاق ٔی افتسA  ٚ

2A ٖاِٚیٗ ٚضٚز ٚلتی اتفاق ٔی افتس وٝ زض تاظٜ  .ٞؿتٙس ٞاتیٗ ٚضٚز ٞای ظٔا 0,t  ضخ ٘یسازٜ  ٞیچ ٚضٚزی

 تٝ ٔؼٙای ضیاضی زاضیٓ: تاقس. 

   1 ( ) 0A t N t   
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 ٚ تٙاتطایٗ:

 1( ) ( ) 0 tP A t P N t e     

ِصا احتٕاَ ایٗ وٝ ٚضٚز زض تاظٜ  0,t  :ضخ زٞس ػثاضت اؾت اظ 

1( ) 1 tP A t e    

تٛظییغ ٕ٘یایی تیا ٔییاٍ٘یٗ      1Aاؾیت ٚ ظٔیاٖ    وٝ تاتغ تٛظیغ فٛق، ٕٞاٖ تٛظییغ ٕ٘یایی تیا پیاضأتط     

1

1
( )E A


 ٗ1تیٗ ٚضٚز،  ٞای ٖ ٘كاٖ زاز وٝ تٕاْ ٔستتٛا ٔی. ٕٞچٙیA ،2A  ٔؿتمُ ٚ تٛظیغ ٕ٘ایی.... ٚ

1تا ٔیاٍ٘یٗ 


 زاضز. 

تییٗ زٚ ٚضٚز ٔتیٛاِی ٔؿیتمُ ٚ     ٞای ٖ ٘كاٖ زاز وٝ اٌط ٔستتٛا ٔیتطای تؼطیف فطایٙس پٛاؾٖٛ،  ًکتِ:

ٔطتٛط تٝ فطایٙس پٛاؾٖٛ تطآٚضزٜ اؾت ٚ زض ٘تیدٝ  سِ شر ، tزاضای تٛظیغ ٕ٘ایی تاقس، تؼساز ٚضٚز تا ظٔاٖ 

 س.وٙ ٔیپیطٚی  فرایٌد پَاسَىٚضٚز اظ 

تیٝ واضٌیاٞی ٚاضز     آًٞٙفطایٙس پٛاؾٖٛ تا  ؾفاضـ ٞا عثكتصٛض وٙیس (: اًشعاب تصادفی) ًکتِ

1ٛز. ػلاٜٚ تط ایٗ، تصٛض وٙیس وٝ ٞط ٚضٚز تا احتٕاَ ق ٔی

3
2تطچؿة اِٚٛیت تالا ٚ تا احتٕیاَ   

3
تطچؿیة   

٘ظییط ییه    2٘ظیط یه ٚضٚز تا اِٚٛیت تالا ٚ ٞط پیكیأس ٘یٛع    1ضز. پؽ ٞط پیكأس ٘ٛع ذٛ ٔیاِٚٛیت پاییٗ 

)1ٚضٚز تا اِٚٛیت پاییٗ اؾت. اٌط  )N t  ٚ2 ( )N t    تٝ قطح تالا تؼطیف قٛز، ٞط زٚ ٔتغیط اظ فطایٙس پٛاؾیٖٛ تیا

تٝ تطتیة  ٞای آًٞٙ
3

  ٚ2

3

  س.وٙ ٔیپیطٚی 

1یه خطیاٖ ٚضٚز پٛاؾٖٛ تا  (:فرایٌد ادغاهی) ًکتِ 10   ا خطییاٖ ٚضٚز پٛاؾیٖٛ   ٚضٚز زض ؾاػت تی

2زیٍطی تا  17   ْ27ٛز. فطایٙس تطویة قسٜ، فطایٙس پٛاؾیٖٛ تیا   ق ٔیٚضٚز زض ؾاػت تطویة یا ازغا  

 اؾت.
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 تجربی ّایتَزیع

 تصیازفی تٛظیغ تدطتی ٕٔىٗ اؾت تٝ صٛضت پیٛؾتٝ یا ٌؿؿتٝ تاقس. ٞط ٌاٜ تؼییٗ ایٗ وٝ یه ٔتغیط 

 یٓ.وٙ ٔیاظ تٛظیغ تدطتی اؾتفازٜ  زاضای تٛظیغ ٔؼّْٛ ذاصی اؾت ٘ا ٕٔىٗ تاقس، 

 )تَزیع تجربی گسستِ( هثال

ٛ٘س. تؼساز افطاز ٞط ٌطٜٚ ق ٔی٘فط ٚاضز  8زض یه ضؾتٛضاٖ ٔحّی تٝ ٍٞٙاْ ٔكتطیاٖ زض ٌطٜٚ ٞا اظ یه تا 

اؾت. ٕ٘ٛزاض فطاٚا٘یی ٘ؿیثی    ٜظیط ذلاصٝ قس ٔٛضز ٔكاٞسٜ لطاض ٌطفتٝ ٚ ٘تایح زض خسَٚآذط  ٌطٜٚ 300زض 

 )تاتغ تٛظیغ احتٕاَ( ٚ ٕ٘ٛزاض فطاٚا٘ی تدٕؼی ٘ؿثی )تاتغ تٛظیغ احتٕاَ تدٕؼی( زض ازأٝ ضؾٓ قسٜ اؾت.
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 )تَزیع تجربی پیَستِ(ٔثاَ 

ٔیٛضز ٌیطزآٚضی    100ٔست لاظْ تطای تؼٕیط یه ؾیؿتٓ ٘ماِٝ وٝ زچاض ذطاب قسٌی زاضز، زض آذیطیٗ  

ؾاػت ٚلت ٌطفتٝ تٛزٜ اؾت  0.5ٚ ٘تایح زض خسَٚ ظیط آٔسٜ اؾت. تؼساز ٔٛاضزی وٝ تؼٕیط تیٗ صفط ٚ  قسٜ

تاتغ تٛظیغ احتٕاَ تدٕؼی زض قىُ ظیط ٘كاٖ  ٔٛضز تٛزٜ اؾت ٚ تطای ؾایط تاظٜ ٞا تٝ عطیك ٔكاتٝ اؾت. 21

 زازٜ اؾت.
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www.behinehyab.com .می جع  کنید 

  فرت   behinehyab@gmail.comیا صوات هی وو   یرو    ز ریفرا  فلیره بر    رت گ      

 بت مت یا تلتس بتشید. ی   بهین   س یتفت وی   "تلتس بت مت"بخش 

 بت ت کی  ز توج  شلت
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